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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается оператор дифференцирования

Ly = y′(x), x ∈ [0, 1], (1)

определенный на множестве абсолютно непрерывных функций, у которых

y′(x) ∈ L2[0, 1], и удовлетворяющих условию

1∫
0

ty(t)dt = 0. (2)

Работа состоит из трех разделов.

В первом разделе изучается функция Грина этого оператора диффе-

ренцирования. Далее, получена оценка снизу для функции |∆(λ)|−1, где

∆(λ) = (1− λ)eλ + 1.

Во втором разделе вводится понятие обобщенных средних Рисса ряда

по собственным функциям рассматриваемого оператора, которые имеют

вид:

− 1

2πi

∫
Γr

g(λ, r)Rλfdλ,

где Rλ = (L− λE)−1 - резольвента оператора L.

При этом предполагается, что функция g(λ, r) удовлетворяет следую-

щим условиям:

1) g(λ, r) непрерывна по переменной λ в круге |λ| ≤ r и аналитична по

λ в круге |λ| < r при любом r > 0;

2) при фиксированном λ, имеет место limr→∞ g(λ, r) = 1;

3) существует такая константа C > 0, что при всех r > 0 и |λ| ≤ r

выполняется неравенство |g(λ, r)| ≤ C;
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4) при любых γ > 0 справедлива оценка g(r exp(iφ), r) = O
(
|φ± π

2 |
γ
)
.

Далее, проводится описание класса функций f(x), для которых их сред-

ние Рисса сходятся к f(x) в пространствах C [0, 1] или C[h, 1− h].

В третьем разделе доказывается теорема о замыкании области опреде-

ления оператора дифференцирования.

Общая характеристика работы

Цели и задачи работы

В данной работе найдены достаточные условия на f(x), при выполне-

нии которых обобщенные средние Рисса сходятся к f(x), равномерно на

отрезках C [0, 1] или C[h, 1 − h], где 0 < h < 1
2 . Далее, показано, что все

достаточные условия "близки"к необходимым условиям. Приведенный в

работе пример показывает, что все условия являются существенными.

Актуальность работы

Актуальность этой работы подтверждается наличием большого коли-

чества работ, посвященных этой проблематикой.

Основное содержание работы

Функция Грина краевой задачи и ее свойства

Представление функции Грина

В этом разделе найдено представление резольвенты оператора L для

различных значений спектрального аргумента. На их основе получены

оценка снизу для обратной величины характеристического определителя.

Лемма 1. Если λ 6= 0, тогда имеют место следующие формулы:

Rλf =
1

∆

1∫
0

[
(1− λ)eλ(1−t) + λt− 1

]
f(t)dteλx +

x∫
0

eλ(x−t)f(t)dt, Reλ ≤

0;
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Rλf =
1

∆

1∫
0

(λt− 1 + e−λt)f(t)dteλx −
1∫

x

eλ(x−t)f(t)dt, Reλ ≥ 0; (3)

где ∆ = (λ− 1)eλ + 1

Оценка снизу характеристического определителя

Лемма 2. (Об оценке снизу функции ∆)

Имеют место оценки

|∆|−1 = O(
1

λ
e−λ), λ ∈ Γ+

r ;

|∆|−1 = O(1), λ ∈ Γ−r .

где Γ+
r (Γ−r ) полуокружности {λ||λ| = r,Reλ ≥ 0(Reλ ≤ 0)} соответсвенно.

Обобщенные средние Рисса

Необходимое условие сходимости обобщенных средних
Рисса к f (x)

В этом разделе изучаются обобщенные средние Рисса ряда по собствен-

ным функциям указанного выше оператора, которые имеют следующий

вид

− 1

2πi

∫
|λ|=r

g(λ, r)Rλfdλ.

Лемма 3. Для того, чтобы обобщенные средние Рисса ряда по соб-

ственным функциям оператора L сходились к f(x) в C[0, 1], необходимо,

чтобы функция f(x) ∈ C[0, 1] и удовлетворяла условиям:

1)

1∫
0

tf(t)dt = 0;
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2)f(1)−
1∫

0

ty(t)dt = 0.

Теорема о сходимости обобщенных средних Рисса на
всем отрезке [0, 1]

Обозначим через Qh множество функций f(x) ∈ C[0, 1], которые удо-

влетворяют условиям:

1)

1∫
0

tf(t)dt = 0;

2)f(1)−
1∫

0

f(t)dt = 0;

3)f(x) ∈ C1[1− h, 1].

Теорема 4. Предположим, что f(x) ∈ Qh и удовлетворяет условию

f ′(1)− f(1) + f(0) = 0,

тогда при γ ≥ 1,

lim
r→∞
||f(x) +

1

2πi

∫
Γr

g(λ, r)Rλfdλ|| = 0.

Теорема о сходимости средних Рисса внутри (0, 1)

Изучим теперь поведение средних Рисса при x ∈ [h− 1, h](0 < h < 1
2).

Введём в рассмотрение вспомогательную задачу

y′ − λy = f(x), (4)
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y(0)− y(1) = 0. (5)

Собственными значениями этой задачи являются λk = 2kπi, k ∈

Z, а соответствующими собственными функциями являются −φk(x) =

exp(2kπix). Обозначим через R0
λ резольвенту (2.3)-(2.4). И рассмотрим

обобщенные средние Рисса

− 1

2πi

∫
Γr

g(λ, r)R0
λfdλ.

Теорема 5. Для любой функции f(x) ∈ C[0, 1] и 0 < h < 1
2

lim
r→∞

max
x∈[h−1,h]

∣∣∣∣∣∣f(x) +
1

2πi

∫
Γr

g(λ, r)R0
λfdλ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Теорема 6. Для любой функции f(x) ∈ C[0, 1] и γ ≥ 1 выполняется

lim
r→∞

max
x∈[h−1,h]

∣∣∣∣∣∣f(x) +
1

2πi

∫
Γr

g(λ, r)R0
λfdλ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Замыкание области определения оператора

Обозначим через DL область определения оператора

L(y) = y(n)(x) + p2(x)y(n−2) + · · ·+ pn(x)y(x), x ∈ [0, 1]

с условиями

Vj = Uj(y)− (y, φj) = 0, (j = 1, · · · , n)

где

Uj(y) =

kj∑
k=0

(ajky
(k)(0)+bjky

(k)(1)), (y, φj) =

1∫
0

y(x)φj(x)dx, φj(x) ∈ C[0, 1].
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Пусть α целое, удовлетворяющее 0 ≤ α ≤ n − 1. Через n0 обозначим

наименьшее из j, для которых σj ≤ α, а через D0-множество функций из

Cα[0, 1] удовлетворяющих условиям

Vj(y) = 0, j = nα, ..., n.

Лемма 7. Если f(x) ∈ D0, то существует такая последователь-

ность функций {ym(x)}∞m=1, что

1)ym(x) ∈ Cn[0, 1];

2)Vj(ym) = 0, j = nα, ..., n;

3)ym(x)→ f(x), по норме Cα[0, 1].

Лемма 8. При i = 2, ..., nα справедливы включения Di ⊂ Di−1.

Лемма 9. Справедливо равенство D1 = D0.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной бакалаврской работе изучен вопрос об описании класса функ-

ций f(x), для которых обобщенные средние Рисса оператора дифферен-

цирования с интегральным условием сходятся равномерно на всем основ-

ном отрезке [0, 1] или на произвольном внутреннем отрезке [h, 1− h]. При

доказательстве основных утверждений важную роль играет асимптотика

функции Грина и формулы остаточного члена.

Отдельный раздел посвящен описанию замыканию области определе-

ния дифференциального оператора.

При доказательстве теорем использовались факты, имеющиеся в [1]-

[13].
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