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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè, à òàêæå â ñòðî-

èòåëüñòâå, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé, ìîäåëèðóåìûå êàê

òîíêèå óïðóãèå ïëàñòèíû, ðàáîòàþùèå íà èçãèá. Ðàñ÷åò òàêèõ ýëåìåíòîâ íà

ïðî÷íîñòü ïðè äåéñòâèè çàäàííûõ íàãðóçîê âõîäèò â ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ

êîíñòðóêöèè êàê îäèí èç íåîáõîäèìûõ åãî ýòàïîâ. Îñîáåííîñòüþ òîíêîñòåí-

íûõ êîíñòðóêöèé, èñïûòûâàþùèõ èçãèáíûå äåôîðìàöèè, ÿâëÿåòñÿ âîçíèê-

íîâåíèå áîëüøèõ íàïðÿæåíèé, íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî òîëùèíå,

÷òî ïðåäúÿâëÿåò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ðàñ÷åòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ

àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ïîèñêà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îá èç-

ãèáå ïëàñòèí ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû, êîòîðûå ìîãëè áû ïîñëóæèòü

òåñòîâûìè ïðèìåðàìè ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìîäåëåé è ïîñòðîåíèè ðàñ÷åò-

íûõ ñõåì. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ è ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó

ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû

ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë, ðàñïðåäåëåííûõ ïî äâóì

ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàì, â òî âðåìÿ êàê äâå äðóãèå ïðîòèâîïîëîæíûå

ñòîðîíû ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå è îöåíêà ïðèìåíèìîñòè òðåõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû: ÷èñëåííî-àíàëè-

òè÷åñêîãî ìåòîäà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé, ìåòîäà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà è ìåòîäà

îáîáùåííîé áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû äëÿ ôóíêöèé Ïàïêîâè÷à. Èññëåäîâà-

íèå ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è îá èçãèáå ïëàñòèíû, äâå ïðîòèâîïîëîæ-

íûå ñòîðîíû êîòîðîé ñâîáîäíû, à ê äâóì äðóãèì ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì

ïðèëîæåíû çàäàííûå ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èç-

ãèá òîíêîé ëèíåéíî óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû. Äëÿ îïèñàíèÿ èçãèáíîé

äåôîðìàöèè ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçãèáà ïëàñòèí Êèðõãîôà.

Ïðè àíàëèçå ðàçëîæåíèé ïî ôóíêöèÿì Ïàïêîâè÷à, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé îáîáùåííîé áèîðòîãîíàëüíîñòè, ïðåäëîæåí äðóãîé ìåòîä âû-

âîäà óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà.
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Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè íåâîçìîæíî-

ñòè ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïëàñòèíêè ñ ïî-

ìîùüþ ñîîòíîøåíèé îáîáùåííîé áèîðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé

Ïàïêîâè÷à.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7 ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷-

íèêîâ, âêëþ÷àþùåãî 20 íàèìåíîâàíèé. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 51 ëèñòå ìàøè-

íîïèñíîãî òåêñòà è ñîäåðæèò 12 ðèñóíêîâ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ âàæíîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàñ÷åòà

äåôîðìàöèè ïëàñòèí ïðè äåéñòâèè èçãèáàþùåé íàãðóçêè, èçëàãàþòñÿ è îïè-

ñûâàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â íàøå âðåìÿ. Òàêæå îáîçðåâàþò-

ñÿ îñíîâíûå âåõè â ðàçâèòèè òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí è ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ

ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé

ïëàñòèíû, ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü êîòîðîé çàíèìàåò â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

x, y îáëàñòü −l 6 x 6 l, −h 6 y 6 h. Ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí Êèðõãîôà: óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, âûðàæåíèÿ äëÿ èç-

ãèáàþùèõ è ñêðó÷èâàþùåãî ìîìåíòîâ, óãëîâ ïîâîðîòà, ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí

∇2∇2w = 0. (1)

Äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ çàêðåïëåíèÿ

ââîäÿòñÿ ïðåäëîæåííûå Êèðõãîôîì îáîáùåííûå ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
= −D

(
∂3w

∂x3
+ (2− ν) ∂3w

∂x∂y2

)
,

(2)

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
= −D

(
∂3w

∂y3
+ (2− ν) ∂3w

∂y∂x2

)
.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçãèá ïëàñòèíû ìîìåíòàìè è ïåðåðåçûâàþ-

ùèìè ñèëàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî òîðöàì x = ±l. Áîêîâûå ñòîðîíû y = ±h
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ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

ïðè x = ±l : Mx =M 0
x(y), Kx = ±K0

x(y), (3)

ïðè y = ±h : My = Ky = 0, (4)

ãäåM 0
x(y),K

0
x(y) � çàäàííûå ôóíêöèè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-

÷àé ñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè ïëàñòèíû îòíîñèòåëüíî îñåé x è y. Ïîýòîìó

â ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî M 0
x(y), K

0
x(y) � ÷¼òíûå ôóíêöèè.

Ê óñëîâèÿì (3), (4) ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèÿ â óãëîâûõ òî÷êàõ

Mxy(±l, h) = ±H0, Mxy(±l,−h) = ∓H0. (5)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

ñàìîóðàâíîâåøåííîñòè íàãðóçêè

h∫
0

K0
x(y)dy = 2H0. (6)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó òåî-

ðèè óïðóãîñòè. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè çàäàíèå íàïðÿæåíèé

íà ãðàíèöå òåëà åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå

òåëà, â íàøåì ñëó÷àå � ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû. Ïåðåìåùåíèÿ (â

íàøåì ñëó÷àå � ïðîãèá ïëàñòèíû) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî æåñòêîãî

ñìåùåíèÿ. Äàëåå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âî âñå çàïèñàííûå óðàâíåíèÿ âõîäÿò òîëü-

êî ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Äëÿ óäîáñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåèç-

âåñòíûå ôóíêöèè êàê êîìïëåêñíîçíà÷íûå, ïðè ýòîì âñå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è

âûïîëíÿþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé. Ïðè çàäà-

íèè äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è íå ìîæåò èìåòü íèêàêèõ ïðîèçâîëüíûõ ìíèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êðîìå

ïðîèçâîëüíîé ìíèìîé ïîñòîÿííîé â ôóíêöèè ïðîãèáà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ÷àñòíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
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(4). Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

W (k)(x, y) = w(λk, y)e
λk,x, (7)

ãäå

w(λk, y) =
λk
2
([(ν + 1) sin (λkh) + (ν − 1)λkh cos (λkh)] cos (λky) +

+(ν − 1)λky sin (λkh) sin (λky)), (8)

λk ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

L(λ) = −1
4
(ν − 1)λ3(2λh(ν − 1) + (ν + 3) sin (2λh)) = 0. (9)

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ, óãëîâ ïîâîðîòà è ïåðåðåçûâàþ-

ùèõ ñèë, ïîëó÷èì ôóíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíîå îäíî-

ðîäíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ óãëîâ ïîâîðîòà, ìîìåíòîâ è îáîá-

ùåííûõ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë. Íèæå ïðèâåäåí âèä ôóíêöèé äëÿ M (k)
x (x, y) è

K
(k)
x (x, y):

M (k)
x (x, y) = mx(λk, y)e

λkx, K(k)
x (x, y) = χx(λk, y)e

λkx, (10)

ãäå

mx(λk, y) =
(ν − 1)2

2
λ3k([λkh cosλkh− sinλkh] cosλky+

+λky sinλkh sinλky),

(11)

χx(x, y) =
(ν − 1)λ4k

2
{[(ν − 5) sin (λkh)− (ν − 1)λkh cos (λkh)] cos (λky)−
−(ν − 1)λky sin (λkh) sin (λky)} .

Ôóíêöèè (8) è (11) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè Ïàïêîâè÷à. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî ôóíêöèè mx(λk, y), χx(λk, y) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

h∫
0

mx(λk, y)dy = 0,

h∫
0

χx(λk, y)dy = 2mxy(λk, h), (12)
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êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ ýëåìåíòàðíîãî ðåøå-

íèÿ è ñàìîóðàâíîâåøåííîñòè íàãðóçêè.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ââîäèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ x1 = x + l. Èñ-

êîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû (çäåñü n0 � íå÷åòíîå

öåëîå ÷èñëî).

W (x1, y) =

n0∑
k=1

Ckwk(λk, y)(e
−λkx1 + e−λk(2l−x1)). (13)

Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ Ck ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

êîëëîêàöèé. Ïîòðåáóåì óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) â îòäåëüíûõ

òî÷êàõ îòðåçêà [−h, h] (òî÷êè êîëëîêàöèé). Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî

âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îòðåçêå [0, h]. Ïîäñòàâëÿÿ (13) â ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ â âûáðàííûõ òî÷êàõ, ïîëó÷èì ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

íåèçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè Ck, k = 1, n0. ×èñëî òî÷åê êîëëîêàöèé äîëæ-

íî áûòü òàêîâî, ÷òîáû ÷èñëî ñîîòíîøåíèé áûëî ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ

Ck, òî åñòü n0. Òî÷êè êîëëîêàöèé áóäåì ðàñïîëàãàòü ðàâíîìåðíî âî âñåé îá-

ëàñòè óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

ïîêàçàëè, ÷òî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â óãëîâîé òî÷êå

ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé ìåæäó òî÷êàìè êîëëîêàöèé.

Ýòó òðóäíîñòü ìîæíî îáîéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: âìåñòî óäîâëåòâîðåíèÿ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â óãëîâîé òî÷êå áóäåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

ñòàòè÷åñêîé óðàâíîâåøåííîñòè ïîãðåøíîñòåé. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííûõ

Ck ìîæíî ðàññ÷èòàòü ëþáóþ õàðàêòåðèñòèêó ÍÄÑ â ëþáîé òî÷êå ïëàñòèíû.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷-

íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è1, îñíîâàííûé íà òåîðèè ïîñòðîåíèÿ

îáîáùåííîé áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé Ïàïêîâè÷à 2.

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ

1Àáðóêîâ Ä. À. Èçãèá ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíûìè ïðîäîëüíûìè êðàÿìè, íà òîðöàõ êî-
òîðîé çàäàíû îáîáùåííûå ïîïåðå÷íûå ñèëû è èçãèáàþùèå ìîìåíòû. Òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è //
Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà. Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, 2015. �2(24). Ñ.3-32.

2Êîâàëåíêî Ì. Ä., Øóëÿêîâñêàÿ Ò. Ä. Ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Ôàäëÿ�Ïàïêîâè÷à â ïîëîñå. Îñíîâû
òåîðèè // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2011, �5. Ñ. 78�98.
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ò.í. �ðàçëîæåíèå Ëàãðàíæà� äëÿ îäíîé çàäàííîé ôóíêöèè M 0
x(y):

M 0
x(y) = A1mx(λ1, y) +

∞∑
k=1

Akmx(λk, y) + Akmx(λk, y), (14)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (14) îïðåäåëÿþòñÿ ïðèåìîì Ôóðüå ñ ïîìîùüþ

îáîáùåííûõ ñîîòíîøåíèé áèîðòîãîíàëüíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî �ðàçëîæåíèå Ëà-

ãðàíæà� íå ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ, âñå åãî êîýôôèöèåíòû îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé. Â îñíîâàõ òåîðèè îòìå÷àåòñÿ,

÷òî �ðàçëîæåíèå Ëàãðàíæà� íå åäèíñòâåííî (ýòî, êîíå÷íî æå, âåðíî: çàäàâàÿ

ðàçíûå ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû íà òîðöå, ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçíîå ÍÄÑ, à

çíà÷èò, ðàçíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà íà òîðöå).

Íååäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ñâÿçàíà ñ âîçìîæ-

íîñòüþ ðàçëè÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè âíå îòðåçêà y ∈ [−h, h].
Êàçàëîñü áû, òåïåðü àâòîðû äîëæíû ïåðåéòè ê âîïðîñó ïîèñêà ïðîäîëæåíèÿ,

ïðèâîäÿùåãî ê ðàçëîæåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó îáîèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

íà òîðöå (ýòî è áûëî áû èñêîìîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è) � íî

íè â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ, íè â êàêèõ-ëèáî äðóãèõ èçâåñòíûõ íàì ðàáîòàõ,

èñïîëüçóþùèõ ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä, äðóãèå ïðîäîëæåíèÿ íå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ, âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðîñòåéøåå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.

Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ïî÷ëåííî óäî-

âëåòâîðÿåò âñåì ñîîòíîøåíèÿì çàäà÷è, êðîìå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå,

ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî êîýôôèöèåíòîâ �ðàçëîæåíèÿ Ëàãðàíæà� ïîëó÷àåòñÿ

íåêîòîðîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èçãèáà ïëàñòèíû. ÍÄÑ ïëàñòèíû, îïðå-

äåëÿåìîå ýòèì ðåøåíèåì, áóäåì íàçûâàòü äàëåå ñïåöèàëüíûì ÷àñòíûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû (äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî

ñïåöèàëüíûì ÷àñòíûì ðåøåíèåì). Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè

ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë íà òîðöå ïëàñòèíû (n) � ÷èñëî ÷ëåíîâ ðàçëî-

æåíèÿ). Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ, �ðàçëîæåíèå Ëàãðàíæà� äåé-

ñòâèòåëüíî äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê ðàñêëàäûâàåìîé ôóíêöèè. Ïåðåðå-

çûâàþùàÿ ñèëà íà òîðöå ïðè ýòîì èìååò âèä íåêîòîðîé ôóíêöèè, îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåìîé çàäàíèåì èçãèáàþùåãî ìîìåíòà. Ýòó ôóíêöèþ ìû îáîçíà÷èì

Ks(y). Òàêæå ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî îáíàðóæåíî,
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Ðèñóíîê 1 � Ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû íà òîðöå, ïðèìåð 1.

Ðèñóíîê 2 � Ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû íà òîðöå, ïðèìåð 2.

÷òî èçãèáàþùèé ìîìåíò My óäîâëåòâîðÿåò íà òîðöå óñëîâèþ

My(l, y) = −M 0
x(y) +M 0

x(h), (15)

à ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà Ky � óñëîâèþ

Ky(l, y) =M 0
x
′
(y). (16)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî. Ïîñêîëü-

êó ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå íå ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

íà òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû, åãî íåëüçÿ ïðèçíàòü ðåøåíèåì êðàå-

âîé çàäà÷è � íè òî÷íûì, íè ïðèáëèæåííûì. Ïîïûòêà âñ¼ æå óäîâëåòâîðèòü

óñëîâèþ äëÿ ïåðåðåçûâàþùåé ñèëû ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ, àáñóðäíîìó ñ ìå-

õàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ðàçäåëå 7 áóäåò ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð,

èëëþñòðèðóþùèé íåïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèé

ê ðàñ÷åòó ïëàñòèí íà ïðî÷íîñòü.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñïåöèàëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èç ïðåäûäóùåãî ðàç-

äåëà âûâîäèòñÿ èíûì ìåòîäîì. Ïðåæäå âñåãî èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, âû-

ðàæåíèé äëÿ ìîìåíòîâ è îáîáùåííûõ ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë èñêëþ÷àþòñÿ âå-

ëè÷èíû Qx, Qy, Mxy èç íàõîäÿòñÿ
∂2Mx

∂x2
è âûðàæàþòñÿ ïðîèçâîäíûå

∂2Mx

∂y2
.

Äàëåå ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðå-

ìåííîé x. Óðàâíåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà Myèìååò âèä

d4ML
y

dy4
+ 2λ

d2ML
y

dy2
+ λ4ML

y = λ
1− ν
1 + ν

M 0
x
′′
(y) +K0

x
′′
(y)+

(17)

+
2λ

1 + ν
f ′′1 (y) + λ3f1(y) + λ2f2(y).

Èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f1(y) = My|x=0 = −M
0
x(y) +M 0

x(h). (18)

Ôóíêöèÿ f2(y) ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Kx. Ñ ïîìîùüþ

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèé M 0
x(y), K

0
x(y) è Q(y) íàõîäèòñÿ ÷àñòíîå

ðåøåíèå R(λ, y) óðàâíåíèÿ 17 â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå. Ïîñëå ýòîãî

ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è â èçîáðàæåíèÿõ. Îáðàùåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ìîìåí-

òàMx ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî âû÷åòàì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå,

â êîòîðîì ïðåäñòàâëåíèå ìîìåíòà Mx íà òîðöå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ �ðàç-

ëîæåíèåì Ëàãðàíæà�. Îäíàêî òåïåðü ìû óáåäèëèñü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò

äâóì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà òîðöå: óñëîâèþ äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà Mx

è óñëîâèþ (18), íàëîæåííîìó ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìû
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÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè âî-

îáùå è èçãèáà óïðóãîé ïëàñòèíû â ÷àñòíîñòè íàïðÿæåíèÿ è äðóãèå ñèëîâûå

ôàêòîðû íå çàäàþòñÿ íà ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãðàíèöå. Ýòî âíóò-

ðåííèå íàïðÿæåíèÿ, â îïðåäåëåíèè êîòîðûõ è ñîñòîèò ïðåæäå âñåãî öåëü

ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.

Â øåñòîì ðàçäåëå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ñèñòåìå ìîäåëè-

ðîâàíèÿ Ansys ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò SHELL63

ñ îïöèåé Bending only(îñòàëüíûå ïî óìîë÷àíèþ), ñòðîèòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ

îáëàñòü x ∈ [−l, l], y ∈ [−h, h], çàäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà è ðàçáè-
âàåòñÿ íà ñåòêó êâàäðàòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðè ýòîì îáîñíîâûâàåòñÿ ïðîöåññ è ñïåöèôèêà èõ çàäà-

íèÿ äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ òðåìÿ ìåòîäàì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå çàäà÷å. Â çàäà÷å 1 íà òîð-

öàõ ïëàñòèíû ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ïðè x = ±l : Mx =M0f(y), Kx = 0, (19)

ãäå M0 = h3(ν−1)2
6 , f(y) = 3y2

h2 − 1, h = 2, l = 4. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû

ôîðìû ïëàñòèíû ïîñëå äåôîðìàöèè, ïîëó÷åííûå òðåìÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

à � ×èñëåííî-àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå.
á � Êîíå÷íî-ýëåìåíò-

íîå ðåøåíèå.
â � �Òî÷íîå ðåøåíèå�.

Ðèñóíîê 3 � Ôîðìà ïëàñòèíû ïîñëå äåôîðìàöèè (çàäà÷à 1).

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûìè ìå-

òîäàìè, ñîâïàäàþò íå òîëüêî êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííî ñ ïîãðåøíî-

ñòüþ 0,2%. Ïðè ýòîì �òî÷íîå ðåøåíèå� êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ è íå ñîîòâåò-

ñòâóåò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î äåôîðìàöèè ïëàñòèíû ïðè äåéñòâèè

äàííîé íàãðóçêè, ñëåäîâàòåëüíî, åãî íåëüçÿ ïðèçíàòü âåðíûì ðåøåíèåì ïî-
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ñòàâëåííîé çàäà÷è.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè

ïðè x = ±l : Mx = − cos (
yπ

h
), Kx = ±Ks(y). (20)

(çàäà÷à 2). Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíû êîíòóðíûå ãðàôèêè ïðîãèáà ïëàñòè-

íû, íà ðèñóíêå 5 � ðåçóëüòàòû äëÿ ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùèõ ñèë, ïîëó-

÷åííûå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì è â Ansys.

à � Ñïåöèàëüíîå ÷àñò-

íîå ðåøåíèå.

á � Êîíå÷íî-ýëåìåíò-

íîå ðåøåíèå.

â � ×èñëåííî-àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå.

Ðèñóíîê 4 � Êîíòóðíûé ãðàôèê ïðîãèáà (çàäà÷à 2).

Ðèñóíîê 5 � Ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû íà òîðöå (çàäà÷à 2).

Òåïåðü âñå òðè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü

ñäåëàííûõ âûøå âûâîäàõ î ñâîéñòâàõ ñïåöèàëüíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Êàê

âèäíî èç ðèñóíêà 5, ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ äëÿMy è Ky âûïîëíÿþòñÿ è â òîì,

è â äðóãîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñðàâíåíèå òðåõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé ïëà-

ñòèíû, äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êîòîðîé ñâîáîäíû, à ê äâóì äðóãèì

ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ïðèëîæåíû çàäàííûå ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþ-

ùèå ñèëû, âûÿâèëî ñëåäóþùåå:

� ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ìåòîäå îäíîðîäíûõ

ðåøåíèé, ïðèâîäèò ê òåì æå ðåçóëüòàòàì, ÷òî è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ, íî ïðè ýòîì òðåáóåò ìåíüøèõ çàòðàò âðåìåíè è âû÷èñëèòåëü-

íûõ ðåñóðñîâ. Ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ

åãî óíèâåðñàëüíîñòü.

� Òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ñ êîýôôèöèåíòàìè, âûðàæåííûìè â çà-

ìêíóòîé ôîðìå, ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ïëàñòèíû, íà äâóõ ïðîòèâî-

ïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êîòîðîé ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ.

�Òî÷íîå ðåøåíèå�, îñíîâàííîå íà îáîáùåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ áèîð-

òîãîíàëüíîñòè äëÿ ôóíêöèé Ïàïêîâè÷à, äàåò íåâåðíûå ðåçóëüòàòû,

àáñóðäíûå ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

� Êîýôôèöèåíòû �ðàçëîæåíèÿ Ëàãðàíæà�, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ íà ïåð-

âîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ �òî÷íîãî ðåøåíèÿ�, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå îäíîðîäíûõ ðåøåíèé íåêîòî-

ðîãî ñïåöèàëüíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìîóãîëü-

íîé ïëàñòèíû. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëåäóþùåãî ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ: íàãðóçêè íà òîðöàõ ïëàñòèíû ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Mx|x=±l =M 0
x(y), My|x=±l = −M

0
x(y) +M 0

x(h),

ãäåM 0
x(y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá

èçãèáå ïëàñòèíû ìîìåíòû íà ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê êðàþ

ïëàñòèíû, íå çàäàþòñÿ. Âîçìîæíî, äàííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íàéäåò

ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ èëè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.
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