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Введение

Данная работа посвящена решению задачи Стечкина: исследованию наи-
лучшего приближения операторов дифференцирования линейными ограни-
ченными операторами на некоторых классах функций. Эта задача тесно свя-
зана с неравенствами типа Ландау-Колмогорова, то есть с неравенствами
вида

‖u(k)‖Lq 6 A · ‖u‖αLr · ‖u
(n)‖βLp, (0.1)

где 1 6 p, q, r 6∞ и 0 6 k < n – целые числа; u ∈ Lr, u(n) ∈ Lp и (n− 1)−я
производная функции u – локально абсолютно непрерывна на числовой оси;
α, β,A – постоянные, не зависящие от u. В некоторых случаях решение задачи
Стечкина позволяет получить решение задачи (0.1). Эти случаи рассмотре-
ны, например, в работах Арестова, Стечкина, Субботина и Тайкова, Тайкова,
Габушина, Бердышева.

Впервые задачу о наилучшем приближении оператора дифференцирова-
ния, а в общем случае неограниченного оператора, линейными ограничен-
ными операторами изучал С. Б. Стечкин. В частности он заметил, что она
связана с задачей о наименьшей константе в неравенстве между нормами
производных функций. В дальнейшем эти вопросы изучали Ю. Н. Субботин,
Л. В. Тайков, В. Н. Габушин, В. В. Арестов и др. Изучение этой задачи про-
исходило в тесной взаимосвязи с исследованием экстремальных задач теории
приближений функций, теории некорректных задач, вычислительной мате-
матики. Данные, полученные при решении этой задачи, активно использу-
ются при рассмотрении многих смежных вопросов.

Актуальность данной работы состоит в том, что задача Стечкина тесно
связана с теорией некорректных задач, а именно, с задачей об оптималь-
ной равномерной регуляризации вычисления значений неограниченного опе-
ратора на элементах, заданных с ошибкой. Знание экстремального оператора
в задаче Стечкина о наилучшем приближении оператора дифференцирова-
ния линейными ограниченными операторами на классе функций u таких, что
u ∈ Lr, u(n) ∈ Lp, (n − 1) - я производная функции u – локально абсолютно
непрерывна на числовой оси и ‖u(n)‖Lp 6 1, дает возможность их использо-
вания при решении соответсвующих задач восстановления оператора диффе-
ренцирования на множестве элементов, известных с заданной погрешностью.

Цели работы: построить операторы наилучшего приближения; получить
оценку величины наилучшего приближения неограниченного линейного опе-
ратора линейными ограниченными операторами на классе элементов банахо-
ва пространства; найти наилучшее приближение оператора дифференциро-
вания линейными ограниченными операторами.

Основные методы решения в исследуемых задачах – метод оптимальных
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интегральных представлений и метод функций Грина. Также был задейство-
ван математический аппарат функционального анализа.

Объем работы составяет 53 страницы. Основная часть данной работы
состоит из четырех разделов. Первый раздел: "История развития вопроса
наилучшего приближения оператора дифференцирования". Второй раздел:
"Задача о наилучшем приближении операторов дифференцирования функ-
ции одной переменной в равномерной метрике". Третий раздел: "Задача о
наилучшем приближении операторов дифференцирования функции многих
переменных в равномерной метрике". Четвертый раздел: "Наилучшее при-
ближение оператора дифференцирования из пространства L1(Rn)". Список
использованных источников включает в себя 23 наименования.

Основное содержание работы

Основная часть данной работы состоит из четырех разделов. Первый раз-
дел посвящен истории развития вопроса наилучшего приближения операто-
ра дифференцирования. В этом разделе ставится задача, предшествующая
вопросу наилучшего приближения дифференциального оператора – задача
наилучшего приближения линейного неограниченного оператора U, действу-
ющего из X в Y с областью определения DU ⊂ X, где X, Y – банаховы
пространства, всевозможными линейными ограниченными операторами S с
нормой, не превосходящей числа N > 0, на заданном классе Q, некотором
классе элементов из X, таком что Q ⊂ DU :

EN(U ;Q) = inf
‖S‖6N

R(U, S;Q) = inf
‖S‖6N

sup
x∈Q
‖Ux− Sx‖Y , (1.2)

где ‖S‖, по определению, норма оператора S, действующего из X в Y.
Примером такой задачи является задача оценки погрешности различных

формул численного дифференцирования для тех или иных классов функций
Q. Результаты исследований, полученные в данном направлении, показыва-
ют, что неограниченные операторы могут быть приближены ограниченными
операторами на достаточно узких и определенным образом нормированных
классах Q.

Случай, когда класс Q определяется при помощи некоторого линейного
оператора, является одним из наиболее важных частных случаев задачи (1.2).
Пусть Z – банахово пространство и V – линейный (неограниченный) оператор
из X в Z с областью определения DV ⊂ X и DV ⊂ DU . Тогда определим класс
Q следующим образом

Q = x ∈ X : ‖V x‖Z 6 1
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и вместо EN(U ;Q) в этом случае объектом изучения является величина

EN(U, V ) = inf
‖S‖6N

sup
‖V x‖Z61

‖Ux− Sx‖Y .

Если для оператора S

sup
‖V x‖Z61

‖Ux− Sx‖Y <∞,

то
∀x ∈ DV V x = 0⇒ Sx = Ux,

и S интерполирует U на ядре оператора V. В такой форме задача тесно связа-
на с изучением свойств пары операторов (U, V ), в частности с неравенствами
между нормами производных.

Произведена оценка величины наилучшего приближения через функцию

Φ(M) = Φ(M ;U ;Q) = sup
x∈Q

‖x‖X6M

‖Ux‖Y (M > 0). (1.3)

В частности, получены неравенства:

EN(U ;Q) > sup
M>0
{Φ(M)−NM} (1.5)

и
Φ(M) 6 inf

N>0
{EN(U ;Q) +NM}. (1.6)

Неравенство (1.5) обращается в равенство, если существуют элемент x∗ ∈ K
и линейный ограниченный оператор S∗:

‖x∗‖ = M, ‖Ux∗‖ = Φ(M);

‖S∗‖ = N = Φ′(M), ‖S∗x∗‖ = NM ;

‖Ux∗ − S∗x∗‖ = Φ(M)−NM.

В завершении раздела найдено наилучшее приближение неограниченного
оператора заданного вида.

Теорема 1.1. Если X = C[−a, a] (0 < a 6∞),
Y – числовая прямая,
ω(δ) – вогнутый модуль непрерывности,
H[ω] – класс непрерывных функций, для которых ω(δ, x) 6 ω(δ) (0 6 δ < 2a),

Q = C[−a, a] ∩H[ω],
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U – линейный (неограниченный) функционал следующего вида

Ux =

a∫
0

{x(t)− x(−t)}f(t) dt,

где f(t) ≥ 0 (0 ≤ t < a) и

∀h ∈ (0, a)

h∫
0

ω(2t)f(t)dt <∞,
a∫

h

f(t)dt <∞,

то выполняется равенство

EN(U,Q) =

h∫
0

ω(2t)f(t)dt, (1.8)

где

N = 2

a∫
h

f(t)dt (0 < h < a). (1.9)

Во втором разделе найдено наилучшее приближение оператора диффе-
ренцирования k - ого порядка на числовой оси линейными ограниченными
операторами в общем случае и приведены примеры операторов дифференци-
рования в случае различных классовQ. Задача ставится следующим образом.

Пусть I = (−∞,∞); X – пространство функций; Qn(X) – класс функций
f(x), непрерывно дифференцируемых до (n−1) – ого порядка включительно,
таких что ‖f (n)‖X 6 1.

С. Б. Стечкиным была поставлена задача о нахождении величины наи-
лучшего приближения

En,k(N) = inf
‖S‖XX6N

sup
f∈Qn(X)

‖f (k)(x)− S(x; f)‖X (0 < k < n), (2.1)

где S(x; f) – однородный аддитивный оператор, определенный на объедине-
нии X∪Qn(X) и ограниченный, как оператор действующий из X в X. Также
требуется найти экстремальный оператор Sn,k(x; f ; N), на котором достига-
ется нижняя грань. Основным результатом являются следующие теоремы.

Теорема 2.2. В случае, еслиX = C(−∞,∞),ω(δ) – произвольный модуль
непрерывности, где (0 ≤ δ < ∞), и H ′[ω] – класс функций, для которых
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ω(δ, f ′) 6 ω(δ), (0 6 δ <∞). Тогда

EN(D,H ′[ω])C(−∞,∞) = inf
‖S‖6N

sup
f∈H ′[ω]

‖f ′(x)− S(x; f)‖X =

= N

1/N∫
0

ω(x)dx (N > 0).

Теорема 2.3. Пусть выполняются условия теоремы 2.2. Тогда

Φ

1

2

h∫
0

{ω(h)− ω(u)}du

 = sup
f∈H ′[ω]
‖f‖6M

‖f ′‖ = ω(h) (h > 0).

Если ω(δ) = δ, то класс H ′[ω] обращается в класс Q2 и

E2,1(h
−1)C(−∞,∞) =

h

2
.

Для случая n = 3, I = (−∞,∞) приведены примеры ограниченных опе-
раторов, наилучшим образом приближающих f ′ и f ′′:

S3,1(x; f) =
1

2h
{f(x+ h)− f(x− h)},

S3,2(x; f) =
1

h2
{f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)} (2.5)

Для них найдена величина наилучшего приближения

E3,1(h
−1)C(−∞,∞) =

h2

6
,

E3,2(h
−1)C(−∞,∞) =

2h1/2

3
.

Доказана следующая теорема

Теорема 2.4. ПустьNm,k =
m− k
m

Km−kK
−1
m . Если для n 6 m−1, 1 6 k < n

и n = m, k = 1 выполняется равенство

En,k(Nn,k) =
k

n
Kn−k, (2.6)

то это равенство выполняется и в случае n = m, k > 1 и

Sm,k(x; f(t);Nm,k) = Sm−k+l,l(x;Sm,k−l(t; f ;Nm,k−l);Nm−k+l,l),

где 0 < l < k < m.
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Для случаев n = 4, n = 5 построены операторы наилучшего приближения
на основе следующих теорем.

Теорема 2.5. Если X = C, n = 4, 5, то выполняется равенство (2.6) и

S4,1(x; f ;N4,1) =

= −
24α

π(1 + α)

∞∑
i=0

αi{f [x+ (2i+ 1)π/2]− f [x− (2i+ 1)π/2]},

S5,1(x; f ;N5,1) =

= −
6β

π(1 + β)

∞∑
i=0

βi{f [x+ (2i+ 1)π/2]− f [x− (2i+ 1)π/2]},

где |α| < 1, α2 + 22α + 1 = 0; |β| < 1, β2 + 10β + 1 = 0.

Теорема 2.6. Операторы Sn,1(x; f ;Nn,1)(n = 2, 3, 4, 5) являются экстре-
мальными в задаче о нахождении величины наилучшего приближения для
X = L, и равенство (2.6) справедливо.

В конце данного раздела приведены примеры некоторых наилучших при-
ближающих операторов. Если n = 4, то операторы Sk(f) близкие к экстре-
мальным имеют вид

S1(f) =
1

1056h
{f(x+ 5h)− 27f(x+ 3h) + 604f(x+ h)−

−604f(x− h) + 27f(x− 3h)− f(x− 5h)},

S2(f) = −
1

23h2
{f(x+ 2h)− 27f(x+ h) + 52f(x)−

−27f(x− h) + f(x− 2h)},

S3(f) =
1

176h3
{f(x− 5h)− 27f(x− 3h) + 76f(x− h)−

−76f(x− h) + 27f(x+ 3h)− f(x+ 5h)}.

В третьем разделе рассматривается случай оператора дифференцирова-
ния заданного в пространстве Rn. Сформулирована задача Стечкина для
многомерного случая.
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Пусть C = C(Rn) – пространство непрерывных ограниченных функций
на Rn с нормой

‖u‖C = sup
x∈Rn
|u(x)|;

L∞ = L∞(Rn) – пространство измеримых, существенно ограниченных функ-
ций на Rn с нормой

‖u‖L∞ = ess sup
x∈Rn
|u(x)|;

D = D(Rn) – пространство финитных бесконечно дифференцируемых функ-
ций на Rn;
U – класс функций u(x) ∈ C(Rn) таких, что ∆u ∈ L∞(Rn), где

∆u =
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
n

значение оператора Лапласа, понимаемое по Соболеву: u ∈ U, v = ∆u, если
для любой пары функций u ∈ C, v ∈ L∞ и ∀ϕ ∈ D справедливо равенство∫

Rn
vϕdx =

∫
Rn
u∆ϕdx.

Обозначим

ω(α, β) = sup{‖ ∂u
∂xi
‖C : u ∈ U, ‖u‖C 6 α, ‖∆u‖L∞ 6 β, α > 0, β > 0, i = 1, n}

и величину наилучшего приближения оператора дифференцирования на мно-
жестве Q = {u : u ∈ U ; ‖∆u‖L∞ 6 1} линейными и ограниченными операто-
рами S, как действующими из C(Rn) в C(Rn) с нормой ‖S‖ 6 N,N > 0

E(N) = inf
‖S‖6N

sup
u∈Q
‖ ∂u
∂xi
− Su‖C , i = 1, n.

Требуется найти E(N) и построить оператор S.
Для получения величины наилучшего приближения оператора диффе-

ренцирования и наилучшего приближающего опертора рассмотрено решение
экстремальных задач типа Ландау для функций многих переменных в равно-
мерной метрике, получена оценка производных функции u. Оценка проведена
при помощи интегрального представления для функции u и ее производных
с использованием некоторых свойств производной функции Грина для слоя.
В частности, построена функция Грина для слоя Πh, где

Πh = {ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn : −h < ξ1 < h,−∞ < ξi <∞, i = 2, n, h > 0},
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и она имеет вид:

G(ξ, x) =


∞∑

k=−∞

{
ln

1

rk
− ln

1

ρk

}
, n = 2

∞∑
k=−∞

{
1

rn−2
k

− 1

ρn−2
k

}
, n > 2,

(3.2)

где

rk =

√√√√(ξ1 − x1 − 4kh)2 +
n∑
i=2

(ξi − xi)2, (3.3)

ρk =

√√√√(ξ1 + x1 − 4kh− 2h)2 +
n∑
i=2

(ξi − xi)2. (3.4)

Интегральное представление для функции u(x) ∈ U приведено в следую-
щей лемме.

Лемма 3.6. Для u(x) ∈ U справедлива формула

∂u

∂x1
= − Γ(n/2)

(n− 2)2πn/2

∫
∂Πh

u(ξ)
∂2G(ξ, x)

∂x1∂nξ
dξ − Γ(n/2)

(n− 2)2πn/2

∫
Πh

∆u(ξ)
∂G(ξ, x)

∂x1
dξ,

(3.10)
где G(ξ, x) – функция Грина для слоя Πh; ∂G

∂nξ
– производная по направлению

внешней нормали к ∂Πh, взятая в точке ξ = (ξ1, ..., ξn).

В случае n = 2 интегральное представление принимает вид

∂u(x1, x2)

∂x1
= − 1

2π

∫
∂Πh

u(ξ1, ξ2)
∂2G(ξ, x)

∂x1∂nξ
dξ2 −

1

2π

∫∫
Πh

∆u(ξ1, ξ2)
∂G

∂x1
dξ1dξ2,

(3.11)

где G(ξ1, ξ2, x1, x2) – функция Грина для полосыΠh;
∂G

∂nξ
– производная по

направлению внешней нормали к ∂Πh, взятая в точке ξ.
Проведено доказательство неравенств типа Ландау.

Теорема 3.8. Для функций класса U справедливы неравенства

‖u′xi‖C 6
√

2‖u‖C‖u‖L∞, i = 1, n. (3.16)

Эти неравенства являются точными.
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Доказательство проведено методом интегральных представлений с исполь-
зованием свойств производной функции Грина на границе слоя Πh.

Из доказательства неравенств типа Ландау получена величина наилуч-
шего приближения оператора дифференцирования в равномерной метрике и
построен оператор, наилучшим образом приближающий оператор дифферен-
цирования.

Теорема 3.9. Пусть C = C(Rn) – пространство непрерывных ограничен-
ных функций на Rn с нормой

‖u‖C = sup
x∈Rn
|u(x)|;

L∞ = L∞(Rn) – пространство измеримых, существенно ограниченных функ-
ций на Rn с нормой

‖u‖L∞ = ess sup
x∈Rn
|u(x)|;

D = D(Rn) – пространство финитных бесконечно дифференцируемых функ-
ций на Rn;
U – класс функций u(x) ∈ C(Rn) таких, что ∆u ∈ L∞(Rn), где

∆u =
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
n

значение оператора Лапласа, понимаемое по Соболеву: u ∈ U, v = ∆u, если
для любой пары функций u ∈ C, v ∈ L∞ и ∀ϕ ∈ D справедливо равенство∫

Rn
vϕdx =

∫
Rn
u∆ϕdx.

Величина наилучшего приближения оператора дифференцирования на
множестве Q = {u : u ∈ U ; ‖∆u‖L∞ 6 1} линейными и ограниченными опе-
раторами S, как действующими из C(Rn) в C(Rn) с нормой ‖S‖ 6 1/h, h > 0
равна

E(1/h) = h/2,

а оператор наилучшего приближения имеет вид

(Shu)(z) = − Γ(n/2)

2πn/2(n− 2)

∫
∂Πh

u(ξ + z)
∂2G(ξ, 0)

∂x1∂nξ
dξ.

В последней части работы расширены результаты предыдущего раздела
на случай пространства L1(Rn).

Если L1 – пространство измеримых суммируемых функций наRn с нормой

‖u‖L1
=

∫
Rn

|u(x)|dx.
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и U1 = u ∈ L1 : ∆u ∈ L1, где оператор Лапласа понимается по Соболеву, то-
гда имеет место следующее утверждение:

Теорема 4.1. Для функций класса U1 выполняются неравенства

‖u′xi‖L1
6
√

2‖u‖L1
· ‖u‖L1

, i = 1, n.

Эти неравенства являются точными.

Теорема 4.2. Величина наилучшего приближения

E(1/h)L1
= h/2, h > 0

а оператор наилучшего приближения

(Shu)(z) = − Γ(n/2)

2πn/2(n− 2)

∫
∂Πh

u(ξ + z)
∂2G(ξ, 0)

∂x1∂nξ
dξ.

Заключение

В данной работе исследовано поведение наилучших приближений E(N)
как функций от N ; построены операторы, наилучшим образом приближаю-
щие операторы дифференцирования 1 и 2 порядка в равномерной метрике
и в метрике пространства L1; получена оценка величины наилучшего при-
ближения неограниченного линейного оператора линейными ограниченными
операторами на классе элементов банахова пространства; найдено наилуч-
шее приближение оператора дифференцирования в равномерной метрике на
числовой оси и в пространстве Rn линейными ограниченными операторами.
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