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Ââåäåíèå

Ïóñòü T = (A1A2A3)− çàìêíóòûé íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñ-
êîñòè. Ïóñòü òàêæå f ∈ C4(T ) è ∀B ∈ T áóäåò |D4f(B)| ≤M4, ãäå D

4f(B)−
âñåâîçìîæíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 4-ãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè êóáè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè íà
òðåóãîëüíèêå. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Â ñòàòüå Æåíèøåêà[1] â êà÷åñòâå òàêîãî óñëîâèÿ âûáðàíî ðàâåíñòâî ïðî-
èçâîäíûõ ìíîãî÷ëåíà è ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè â ñðåäíåé òî÷êå
íàèìåíüøåé ñòîðîíû, ïîëó÷åíû îöåíêè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà.

Òåîðåìà 1 (Æåíèøåê). Ïóñòü T = (A1A2A3)− çàìêíóòûé íåâûðîæäåííûé
òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ñî ñòîðîíàìè a ≤ b ≤ c è óãëàìè α ≤ β ≤ γ.
Ïóñòü f ∈ C4(T ) è ∀B ∈ T áóäåò |D4f(B)| ≤ M 4. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Q(X)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

Q(Ai) = f(Ai),
∂Q(Ai)

∂eij
=
∂f(Ai)

∂eij
,
∂2Q(Ai)

∂eij∂eik
=
∂2f(Ai)

∂eij∂eik
, (1)

i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 3.

∂Q(P12)

∂n12
=
∂f(P12)

∂n12
(2)

ãäå P12− ñðåäíÿÿ òî÷êà íàèìåíüøåé ñòîðîíû, n12− íîðìàëü ê íàèìåíüøåé
ñòîðîíå. Òîãäà ∀B ∈ T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∂f(B)

∂xi
− ∂Q(B)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ 4

15

(
1 + 5

(a
c

)2)M4c
3

sin β
, i = 1, 2.

Â ñòàòüå Ñóááîòèíà[2] â êà÷åñòâå èíòåðïîëÿöèîííîãî óñëîâèÿ âûáðàíî ðà-
âåíñòâî ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåé òî÷êå íàèìåíüøåé ñòîðîíû ïî íàïðàâëåíèþ
íàèáîëüøåé ñòîðîíû è ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ äî ïÿòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, êîòîðûå çàâèñÿò îò ñèíóñà íàèáîëü-
øåãî óãëà òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 2 (Ñóááîòèí). Ïóñòü T = (A1A2A3)− çàìêíóòûé íåâûðîæäåííûé
òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ñ óãëàìè α ≤ β ≤ γ è d-äèàìåòð òðåóãîëüíèêà.
Ïóñòü f ∈ C4(T ) ∀|i| = 4, ∀B ∈ T áóäåò |D4f(B)| ≤ M4, ïðè ýòîì òðå-
óãîëüíèê ðàñïîëîæåí òàê, ÷òî íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà ëåæèò ïî íàïðàâëåíèþ
x1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1), P12− ñðåäíÿÿ òî÷êà
íàèìåíüøåé ñòîðîíû è
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∂f(P12)

∂x1
=
∂Q(P12)

∂x1
.

Òîãäà ∀B ∈ T ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∥∥∥∥ ∂nf(x)

∂xn−k1 ∂xk2
− ∂kQ(x)

∂xn−k1 ∂xk2

∥∥∥∥
C

≤ CM4d
4−k
[
max

(
2,

1

sin γ

)]k
0 ≤ n ≤ 3, 0 ≤ k ≤ n.

Â ñòàòüå Ìàòâååâîé[3] ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåíåííàÿ çàäà÷à ðàáîòû Ñóááî-
òèíà[2]. Íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí, è îöåíèâà-
þòñÿ óæå íå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëå-
íà 5-é ñòåïåíè, ïîëó÷åíèå îöåíîê îòêëîíåíèÿ Q(x) è f(x), à òàêæå èõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Â ìîåé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îäíà ãëàâà, íàçâàíèå êîòîðîé èí-
òåðïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïÿòîé ñòåïåíè. Ýòà ãëàâà ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà òðè
ïîäãëàâû, òàêèå êàê: áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-
ãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè, îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
è ôóíêöèè. Òàêæå ìîÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ïðèëîæåíèå, â êîòîðîì ïîêàçûâàåòñÿ
ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíîì ïÿòîé ñòåïåíè íà òðåóãîëüíèêå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïóñòü T = (A1A2A3) − çàìêíóòûé íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê,

eij =
AiAj

|AiAj|
, f(x) − ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà òðåóãîëüíèêå.

Ëåììà 7. Ïóñòü T = (A1A2 . . . Am+1)− çàìêíóòûé m-ìåðíûé ñèìïëåêñ,
G ⊃ T � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, x = (x1, x2, . . . , xm+1)− áàðèöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû òî÷êè x, ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî
ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â G. Òîãäà

∀x ∈ T ∂f(x)

∂eij
=

1

|AiAj|

(
∂f

∂xj
− ∂f

∂xi

)
. (3)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà T = (A1A2A3). Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñòåïåíè 5 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
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ìè, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

Q(Ai) = f(Ai),

∂Q(Ai)

∂eij
=
∂f(Ai)

∂eij
,

∂2Q(Ai)

∂eij∂eik
=
∂2f(Ai)

∂eij∂eik
,

∂Q(Pij)

∂nij
=
∂f(Pij)

∂nij
,

(4)

ãäå 1 ≤ i 6= j ≤ 3, Pij− ñðåäíÿÿ òî÷êà îòðåçêà AiAj, à nij− íîðìàëü ê AiAj.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí Q(x) èìååò âèä:

Q(x) =
3∑

i=1

f(Ai)x
5
i + 10

∑
1≤i6=j≤3

f(Ai)x
4
ixj + 10

∑
1≤i6=j≤3

f(Ai)x
3
ix

2
j +

+ 20
∑

1≤i6=j 6=k≤3

f(Ai)x
3
ixjxk +

∑
1≤i<j≤3

|AiAj|
(
∂f(Ai)

∂eij
xi +

∂f(Aj)

∂eji
xj

)
x3ix

3
j +

+ 4
∑

1≤i<j≤3
|AiAj|

(
∂f(Ai)

∂eij
xi +

∂f(Aj)

∂eji
xj

)
x2ix

2
j +

+
∑

1≤i<j≤3

|AiAj|2

2

(
∂2f(Ai)

∂e2ij
xi +

∂2f(Aj)

∂e2ij
xj

)
x2ix

2
j +

+ 4

(
|A1A2|

∂f(A1)

∂e12
x21 + |A1A2|

∂f(A2)

∂e21
x22 + |A1A3|

∂f(A1)

∂e13
x21+

+ |A1A3|
∂f(A3)

∂e31
x23 + |A2A3|

∂f(A2)

∂e23
x22 + |A2A3|

∂f(A3)

∂e32
x23

)
x1x2x3 +

+
∑

1≤i 6=j 6=k≤3

|AiAj||AiAk|
∂2f(Ai)

∂eij∂eik
x2ix1x2x3 +

+ (a17x1x2 + a18x1x3 + a19x2x3)x1x2x3,

(5)
ãäå êîýôôèöèåíòû a17, a18, a19 ïîäñ÷èòàíû.

Ïîëó÷èì îöåíêè îòêëîíåíèÿ Q(x) è f(x), à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ äî
ïÿòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïî íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íî äëÿ
íà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C6(T ), d(T ) = |A2A3| − äèàìåòð
òðåóãîëüíèêà, M6− ìàêñèìóì øåñòûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(x) ïî âñå-
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âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì, P12, P13, P23− ñðåäíèå òî÷êè ñòîðîí A1A2, A1A3,
A2A3 ñîîòâåòñòâåííî, nij− âåêòîð íîðìàëè, ïðîâåäåííûé ê ñòîðîíå AiAj,
(1 ≤ i, j ≤ 3; i 6= j). Ïóñòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ïÿòîé ñòåïåíè Q(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4). Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∂n1+n2+n3(Q− f)(x)

∂en1
12∂e

n2
13∂e

n3
23

∣∣∣∣ ≤ CM6d
6−n3(T )

|A1A2|n1|A1A3|n2
, (6)

ni ≥ 0, 0 ≤
5∑

i=1

ni ≤ 5,

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé òåîðåìå 10 îòñóòñòâóþò âèçó-
àëüíî óãëû òðåóãîëüíèêà T .

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí 5é ñòåïåíè ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷åíû îöåíêè îòêëîíåíèÿ Q(x)è f(x), à
òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ äî ïÿòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïî íàïðàâëåíèÿì
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à òàêæå áûëè èçó÷åíû áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
è èõ ñâîéñòâà
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