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Введение. В данной работе рассматривается несколько проблем, касаю-
щихся тейлоровских коэффициентов функций, аналитических в единичном
круге. Одной из главных тем в теории функций комплексного переменного
(одной переменной) является оценка коэффициентов функций в различных
классах. Известным примером является гипотеза Бибербаха (1916 год), кото-
рая утверждает, что коэффициенты Тейлора каждой однолистной функции

f(z) = z+
∞∑
n=2

anz
n, |z| < 1, удовлетворяют неравенству |an| 6 n. Рассмотрим

несколько классов ограниченных функций.

Если мы знаем, что в данном классе W , все функции равномерно ограни-
чены, то есть существует M > 0 : |f(z)| 6M(z ∈ ∆1,
∆1 = {z ∈ C : |z| < 1}, f ∈ W ), из этого следует, что коэффициенты каждой
функции f ∈ W удовлетворяют неравенству |an| 6M .

В случае если у нас нет никаких других ограничений на функции в классе
W , отсюда следует, что оценка |an| 6M является точной, то есть существует
f ∈ W (а именно f : z → Mzn), для которой у нас есть равенство. Спра-
ведливо спросить, что произойдет, если у нас есть другие ограничения наW ?

Задача нахождения точной верхней границы для модулей коэффициентов
an не является легкой. Кжиж [9] выдвинул гипотезу о том, что |an| 6 2

e(n ∈
N). Мы докажем эту гипотезу для первых трех коэффициентов. Кроме то-
го, мы рассмотрим несколько других классов функций, тесно связанных с
классом B∗. Для доказательства в работе будут использоваться несколько
методов, такие как принцип подчинения, метод Шура. Некоторые оценки по-
лучены с помощью громоздких, но элементарных вычислений.

Поскольку задачу нахождения точной оценки коэффициентов гипотезы
Кжижа можно рассмотреть как нелинейную задачу, отсюда следует, что свя-
занные с этим расчеты довольно усложняются. При помощи компьютерных
вычислений легко проверить некоторые неравенства. К сожалению, доказы-
вая их, можно иногда встретить некоторые тяжелые расчеты.

В первой главе вводятся несколько инструментов, которые будут необхо-
димы в остальной части работы. Большинство из них, такие как, например,
принцип подчинения - хорошо известны. Так же вводятся некоторые классы
функций, связанные с классом B∗, такие как P и S. Докажем несколько тео-
рем, касающихся отношений между различными классами.

Кроме того, в работе будет показано, как можно переформулировать ме-

2



тод Шура (результат Кампшроера [12]). Этот метод будет ключом к доказа-
тельствам гипотез Кжижа.

Во второй главе мы рассмотрим класс B∗ более подробно, охарактеризуем
экстремальные функции для гипотезы Кжижа и докажем ее для первых трех
коэффициентов.

В третьей главе мы рассмотрим подкласс B∗, состоящий из однолистных
элементов. Дополнительное ограничение однолистности усложняет нахожде-
ние оценок для an. Мы можем только дать точные верхние границы для
первых двух коэффициентов. Доказательство, касающееся второго коэффи-
циента, является достаточно громоздким, но элементарным (Рууд Эрмерс
[1]). Оно основано на доказательстве, данным Прохоровым и Шиналом [11].

Наконец, в четвертой главе мы рассмотрим подкласс B∗, состоящий из по-
линомиальных элементов. Работа с полиномами имеет преимущество в том,
что можно получать информацию о коэффициентах в зависимости от рас-
положения нулей функций. Рассмотрим подкласс P Γ, содержащий только
те полиномы, которые имеют все свои нули на Γ. Докажем (часть) гипоте-
зы, сформулированной Саффом и Шейл-Смоллом, в которой вычисляются
коэффициенты функций класса P Γ. В последней части этой главы рассмат-
ривается класс функций, состоящий из полиномиальных элементов степени
3, с действительными коэффициентами. Мы даем точные верхние границы
для коэффициентов этих функций.

Основное содержание работы. Глава 1.В первом разделе главы вво-
дятся несколько предварительных сведений:

Пусть H(∆1) - множество функций f , голоморфных в ∆1 = {z ∈ C :
|z| < 1}. Если f ∈ H(∆1), то ее разложение в ряд Тейлора можно записать в
виде

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n (|z| < 1),

где an = f (n)(0)
n! .

Если W ⊂ H(∆1), тогда определим

An(W ) = sup
f∈W

∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣ (n = 0, 1, 2, ...).

W ⊂ H(∆1) называется инвариантным относительно вращения, если из усло-
вия f ∈ W следует, что для всех k, ξ ∈ Γ1 = {z ∈ C : |z| = 1} функции
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fk,ξ : z → kf(ξz) также являются элементами W. Отметим, что если W яв-
ляется подмножеством H(∆1), инвариантным относительно вращения, то

An(W ) = sup
f∈W,f(0)>0,f(0)(n)>0

f (n)(0)

n!
(n = 0, 1, 2, ...).

В данной работе мы будем изучать An(W ) для нескольких подмножеств
W ⊂ H(∆1). Большинство из них тесно связаны с подмножеством B∗:

B∗ = {f ∈ H(∆1) : 0 < |f | 6 1}.

Отметим, что B∗ является инвариантным относительно вращения.
Проблема нахождения An(В∗) была предложена Кжижем [9], который вы-
двинул гипотезу:

Гипотеза 1. (Кжижа)

Для n > 1 :

An(В∗) =
2

e
.

(Очевидно, что A0(В∗) = 1.) Предполагаемое значение достигается только
для функций

fk,ξ : z → k exp

(
ξzn − 1

ξzn + 1

)
= k

(
1

e
+

2

e
ξzn − 2

3e
ξz3n + ...

)
(k, ξ ∈ Γ1).

Во втором разделе вводится понятие экстремальных функций:
Пусть n ∈ N,W ⊂ H(∆1).

Будем называть f ∈ W экстремальной для An(В∗), если f(z) =
∞∑
j=0

ajz
j и

Re an = An(W ).

Теорема 1. Для каждого n ∈ N , существует экстремальная функция f
для An(В∗).

А так же рассмотрены классы P, S,B и их свойства, описан метод Шура.

Глава 2. Оценки коэффициентов функций классаB∗. В данной главе более
внимательно рассмотрен класс B∗. Нашей главной целью является доказать
гипотезу Кжижа для первых трех коэффициентов.
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Теорема 2. Пусть n ∈ {1, 2, 3, 4}, f ∈ B∗, f(z) =
∞∑
j=0

ajz
j, тогда

|an| 6
2

e
.

Равенство достигается только для z → fk,ξ(z) = k exp
(
ξzn−1
ξzn+1

)
, (k, ξ ∈ Γ1).

Теорема 3. Пусть n ∈ N , тогда экстремальная функция An(B
∗) имеет

вид

f(z) = exp

(
−

n∑
k=1

λk
1 + eiθkz

1− eiθkz

)
, λk > 0, θk ∈ [0, 2π), k = 1, n.

В работе приводится более общая теорема, из которой следует гипотеза
Кжижа.

Определение 1. Для γ ∈ [0, 1):

B∗γ = {f ∈ B|f не включает некоторые значения ω : |ω| = γ}.

Так как B∗γ является инвариантным относительно вращения, то отсюда
следует, что для n ∈ N мы так же имеем

An(B
∗
γ) = sup

f∈B∗
γ

|an|.

Теорема 4.

An(B
∗
γ) =

e−α(1 + α)2 − eα(1− α)2

2α
(n = 1, 2),

где α ∈ (0, 1] : γ = 1−α
1+αe

α.

Гипотеза Кжижа следует если γ = 0.

Теорема 5. (Гипотеза Кжижа для n=3)

Пусть f(z) =
∞∑
j=0

ajz
j ∈ B∗, a3 > 0, a0 = e−α, α > 0. Тогда

a3 6


2αe−α, если α 6 11

2;

2αe−α
√

3
(−α2+2α−1
α2−6α+6

)
, если α ∈ [11

2 , S];

2αe−α(2
3α

2 − 2α + 1), если α > S.

где S ≈ 4.06... это действительный корень многочлена 2α3−12α2 +18α−9,
точность достигается для α 6∈ (11

2 , S).
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Следствие 1. Пусть f(z) =
∞∑
j=0

ajz
j ∈ B∗. Тогда

|a3| 6
2

e
.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда

f = k exp

(
ξz3 − 1

ξz3 + 1

)
, k, ξ ∈ Γ1.

Теорема 6. Пусть f(z) =
∞∑
j=0

ajz
j ∈ B∗. Тогда

|a4| 6
2

e
.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда

f = k exp

(
ξz4 − 1

ξz4 + 1

)
, k, ξ ∈ Γ1.

Глава 3. Подкласс B∗, состоящий из однолистных функций.
Определим подкласс B∗U ⊂ B∗ следующим образом

B∗U = {f ∈ B∗ : f − однолистная функция}.

Для d ∈ (0, 1) определим kd ∈ B∗U - функция, которая отображает еди-
ничный круг на {z : |z| < 1, z 6∈ (−1, 0]} и kd(0) = d, k′d(0) > 0.

Гипотеза 2. (Хаммел, Шейнберг, Зальцман)

Для n > 1 максимум An(B
∗
U) достигается только для kd ∈ B∗U и ее

вращениями.

Теорема 7.
A1(B

∗
U) = 12− 8

√
2.

Равенство достигается только при k√2−1 и ее вращениями.

Теорема 8.
A2(B

∗
U) = 0, 45538...

Это значение достигается только для kd∗ и ее вращениями, где d∗ - наи-
меньший положительный корень многочлена (1 + d)4 = 12d.
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Определение 2. Пусть B∗U(R) ⊂ B∗U , B
∗
U(R) содержит те функции, кото-

рые имеют действительные коэффициенты. Для n = 1, 2 :

An(B
∗
U(R)) = An(B

∗
U).

Для больших n имеем:

An(B
∗
U(R)) 6 An(B

∗
U) 6

1

n

√
n.

Следствие 2. Пусть φ ∈ B∗U(R), φ(z) =
∞∑
n=0

anz
n, φ(0) > 0, φ′(0) > 0. Тогда

−0.2513... < a3 < 0.386...

Однако, функции kd1, kd2, d1 ≈ 0.34..., d2 ≈ 0.06... имеют третий коэффици-
ент

a3(kd1) ≈ −0.2510..., a3(kd2) ≈ 0.315...

Глава 4. Полиномиальные функции B∗.
Для m ∈ N определим следующие множества

P ∗ = {p ∈ B∗ : p− многочлен},
P Γ = {p ∈ P ∗ : p, все нули которого лежат на Γ1},
P ∗m = {p ∈ B∗ : многочлен p степениm},
P Γ
m = {p ∈ P ∗m : p, все нули которого лежат на Γ1}.

Определение 3. Для n ∈ N ∪ {0} определим

A∗n(P
∗) = lim

m→∞
An(P

∗
m),

A∗n(P
Γ) = lim

m→∞
supAn(P

Γ
m).

Теорема 9. Для n ∈ N ∪ {0}

A∗n(P
Γ) =

1

2
A∗n(P

∗).

Следствие 3.

A∗0(P
Γ) =

1

2
,

для n = 1, 4 : A∗n(P
Γ) =

1

e
,

для n > 4 : A∗n(P
Γ) <

1

2
.
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Теорема 10. (Сафф, Шейл-Смолл)

Пусть m ∈ N, 0 6 n 6 m, 2n 6= m. Тогда

An(P
Γ
m) 6

1

2
.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда z → λ+µzm

2 , |λ| = 1,
|µ| = 1 и n = 0 или n = m.

Следствие 4. Пусть m ∈ N, m2 6 n 6 m. Тогда

An(P
∗
m) =

1

2
.

Теорема 11. Пусть m ∈ N, 1 6 n 6 m, тогда существует p ∈
m⋃
j=1

P ∗j ,

p(z) =
m∑
j=1

ajz
j :

|an| = An(P
∗
m), 0 ∈ p(∆1).

Определение 4. Пусть δP ∗m = {p ∈
m⋃
j=1

P ∗j : 0 ∈ p(∆1)}. Для 1 6 n 6 m:

An(δP
∗
m) = An(P

∗
m).

Теорема 12.

A0(δP
∗
2 ) =

3

8

√
3.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда p : z → 3
8

√
3(1− z)

(1 + 1
3z).

Определение 5. P ∗m(R) ⊂ P ∗m - подкласс, содержащий действительные
коэффициенты.

Теорема 13.

A0(δP
∗
3 (R)) =

3 + 2
√

2

8
.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда

p : z →
√

2

8
(z − 1)(z − 1−

√
2)(z + 1 +

1

2

√
2).
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Теорема 14.

A1(δP
∗
3 (R)) =

10 + 7
√

7

81
−
√

3.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда

p : z →
√

3
4
√

7− 29

243
(z − 1)2

(
z +

3 +
√

7

2

)
.

Заключение. В данной работе мы рассмотрели задачу нахождения точ-
ной верхней границы для модулей тейлоровских коэффициентов функций,
аналитических в единичном круге. Доказали гипотезу Кжижа для первых
трех коэффициентов и рассмотрели несколько других классов функций, тес-
но связанных с B∗. Так же в работе приводится решение численного экспе-
римента - нахождение max an (для n = 3, n = 4) на множестве функций f(z).
Данная задача решена с помощью Wolfram Mathematica.
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