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Ââåäåíèå

Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îñîáåííîñòåé âðåìåííîé ýâîëþöèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âîçâðàùàåìîñòü Ïóàíêàðå. Äëÿ ñèñòåì ñ çàäàííîé

ìåðîé ïî÷òè ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàíî èëè ïîçäíî âîç-

âðàùàåòñÿ â îêðåñòíîñòü íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî Ïóàíêàðå íà-

çâàë óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ïóàññîíó. Äëÿ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé âðå-

ìåíà âîçâðàòà Ïóàíêàðå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

è äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû.

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê àíàëèçó âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå: ëîêàëüíûé è

ãëîáàëüíûé. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî �ëîêàëüíîãî� ïîäõîäà, êîãäà àíàëè-

çèðóþòñÿ âîçâðàòû Ïóàíêàðå â íåêóþ îêðåñòíîñòü ε çàäàííîãî íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ, ïðè ãëîáàëüíîì ïîäõîäå èññëåäóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè âîçâðàòîâ

â èññëåäóåìîå ìíîæåñòâî â öåëîì. Ïðè ãëîáàëüíîì ïîäõîäå õàðàêòåðèñòè-

êîé ñòàòèñòèêè âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå ñëóæèò ðàçìåðíîñòü âðåìåí âîçâðàòîâ,

íàçâàííàÿ ðàçìåðíîñòüþ Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà (ÀÏ-ðàçìåðíîñòü).

Ñòàòèñòèêà âðåìåí âîçâðàòà ïðè ãëîáàëüíîì ðàññìîòðåíèè çàâèñèò îò

òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè hT . Ñëó÷àé hT > 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæåñòâàì ñ

ïåðåìåøèâàíèåì, óæå áûë äåòàëüíî èññëåäîâàí òåîðåòè÷åñêè, à âûâîäû òåî-

ðèè óæå áûëè ïîäòâåðæäåíû ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. ×òî æå

êàñàåòñÿ ìíîæåñòâ áåç ïåðåìåøèâàíèÿ (hT = 0), òî çäåñü êàðòèíà ñîâåðøåííî

èíàÿ. Äâèæåíèå â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ïåðåìåøèâàíèÿ,

íî ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì. Ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿ-

åòñÿ îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. Íå òàê äàâíî ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè

îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè áûëè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå
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îòëè÷àþòñÿ îò òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííûõ. Áûëè âûÿâëåíû íåêîòîðûå èí-

òåðåñíûå çàêîíîìåðíîñòè, íå îòðàæåííûå â òåîðèè, â ÷àñòíîñòè, �ëåñòíèöà

Ôèáîíà÷÷è�. �Ëåñòíèöà Ôèáîíà÷÷è� � ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ

ïðè ðàñ÷åòå çàâèñèìîñòè ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò ðàç-

ìåðà îêðåñòíîñòè âîçâðàòà.

Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î ñòàòèñòèêå âðåìåí âîçâðàòà Ïóàíêà-

ðå äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè íåàâòîíîìíîãî êîíñåðâàòèâíîãî

îñöèëëÿòîðà. Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî

îêðóæíîñòåé, èç ÷åãî ñëåäóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñòàòèñòèêà âîçâðàòîâ Ïó-

àíêàðå â ýòîé ñèñòåìå áóäåò èìåòü ñõîäñòâî ñ ëåñòíèöåé Ôèáîíà÷÷è. Èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ïðåæäå âñåãî ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ñëó÷àå ðàçíûõ çíà÷åíèé àì-

ïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå è âòîðîé ãëàâå äèïëîìíîé ðàáîòû ïðåäñòàâëåí êðàò-

êèé òåîðåòè÷åñêèé îáçîð ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, îïèñûâàþùåé ãàìèëüòîíî-

âû ñèñòåìû è âðåì¼íà âîçâðàòà Ïóàíêàðå. Ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà îïðå-

äåëåíèÿ âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû. Ïðåäñòàâëåíû

îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ìóëü-

òèôðàêòàëüíûé àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âðåì¼í âîçâðàòà Ïóàíêàðå.

Îáîáùåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è çàäà÷à èññëåäîâà-

íèÿ. Îäíèì èç ïðèìåðîâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíûé êîí-

ñåðâàòèâíûé îñöèëëÿòîð, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = y

ẏ = − sinx+ b sin Θ

Θ̇ = Ω.

(1)

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (1), àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà áåç âíåø-

íåãî âîçäåéñòâèÿ ðàâíà 1, êàê è ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω0 = 1. Ê

ñèñòåìå ïðèëîæåíî âíåøíåå ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ñ àìïëèòóäîé b è ÷à-

ñòîòîé Ω. Äèíàìèêà òàêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïî äâóìåð-

íîìó òîðó, êîòîðîå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ÷àñòîò Ω/ω0. Åñëè ýòî îòíîøåíèå

ðàöèîíàëüíîå, òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû çàìûêàåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ

òî÷êó, èç êîòîðîé îíà âûøëà, ò.å. äâèæåíèå íîñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð.

Åñëè æå îòíîøåíèå ÷àñòîò èððàöèîíàëüíî, òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû

(1) íå çàìûêàåòñÿ ñàìà íà ñåáÿ, è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñþäó ïëîòíî ïîêðû-

4



âàåò ïîâåðõíîñòü äâóìåðíîãî òîðà (ýðãîäè÷åñêèé ñëó÷àé).

Âîçâðàòû Ïóàíêàðå íà èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòèñòèêà âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå

ïðè ãëîáàëüíîì ïîäõîäå. Îäíèìè èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ãëîáàëüíîãî

ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ñðåäíåå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âîçâðàòà Ïóàíêàðå 〈τinf(ε)〉 è

ðàçìåðíîñòü Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà αc. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b,

ôàçîâûå ïîðòðåòû è ñòðîáîñêîïè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð

îêðóæíîñòåé.

Åñëè æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b áîëüøîå, à îòíîøåíèå ÷àñòîò ñîáñòâåí-

íîé è âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ðàöèîíàëüíî, òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ òèïè÷íàÿ ñòðóêòóðà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à èìåííî, ìîæíî çàìåòèòü

äîïîëíèòåëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, îêðóæåííûå ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòî-

ðèÿìè, èç êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ îñòðîâà óñòîé÷èâîñòè.

Ñëó÷àé ìàëûõ àìïëèòóä. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëîãî ïàðàìåòðà

b = 0.001 è ïðîèçâåäåì ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëÿ íàõîæäåíèÿ ôàçîâîãî ïîðò-

ðåòà è ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò

ìíîæåñòâó îêðóæíîñòåé è ýëëèïñîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü êîíêðåòíîå

ìíîæåñòâî òî÷åê íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Â äàííîì

ñëó÷àå áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: x0 = 0.44, y0 = 0. Â ýòîì ñëó-

÷àå ôàçîâûì ïîðòðåòîì ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ≈ 0.44, ïîýòîìó äëÿ

îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû óäîáíåå ïåðåéòè ê ðàäèàëüíûì êîîðäèíàòàì, è

ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèå òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû � óãëà ïîâîðîòà ψ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé b =

0.001. Ïðè ýòîì âûáåðåì ïàðàìåòð Ω, ñîîòâåòñòâóþùèé çîëîòîìó ñå÷åíèþ,

ò.å. ÷èñëî âðàùåíèÿ äîëæíî áûòü ðàâíî ρ = (
√

5 − 1)/2. Ïðè âûáîðå ïàðà-

ìåòðà b = 0.001 è îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì 0.44 òàêîå ÷èñëî âðàùåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóåò Ω ≈ 1.598234.

Â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü

ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò îêðåñòíîñòè âîçâðàòà τinf(ε).
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Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü áåç óñðåäíåíèÿ (â îêðåñòíîñòü òîëüêî îä-

íîé òî÷êè), òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà îêðóæíîñòè â

ñèñòåìå áûëî ðàâíîìåðíûì. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ñ óñðåäíåíèåì ïî àíñàìáëþ

íè÷åì íå îòëè÷àëèñü îò òàêèõ æå áåç óñðåäíåíèÿ.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (1) áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ìà-

ëûé ïàðàìåòð b = 0.001, ïðè àíàëèçå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû íà îêðóæíîñòè

ðàäèóñà ≈ 0.44 íåðàâíîìåðíà. Ïîýòîìó óñðåäíåíèå ïî ìíîæåñòâó òî÷åê íåëü-

çÿ çàìåíèòü ðàñ÷åòàìè äëÿ îäíîé òî÷êè. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äàííîãî óòâåð-

æäåíèÿ ðàññìîòðèì Ðèñ. 1à, íà êîòîðîì ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè τinf(ε) â ñëó-

÷àå ðàñ÷åòîâ âîçâðàòîâ â îêðåñòíîñòü äâóõ òî÷åê: ψ0 = π/3 è ψ0 = 2π/3.

Èç ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: çàâèñèìîñòè íà÷èíàþò ðàñ-

õîäèòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñòóïåíüêè τinf = 13, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î

íåîáõîäèìîñòè óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ òî÷åê è ïðèìåíåíèÿ ãëîáàëüíîãî ïîä-

õîäà.

Ðèñ. 1: a�Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò ðàç-

ìåðà îêðåñòíîñòè ïðè ëîêàëüíîì ïîäõîäå â ñèñòåìå (1) ïðè b = 0.001,

Ω = 1.598233989 è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 = 0.44, y0 = 0. ×åðíàÿ êðèâàÿ

ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè âîçâðàòà â òî÷êó ψ0 = π/3, ñåðàÿ � ψ0 = 2π/3.

b�Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò ðàç-

ìåðà îêðåñòíîñòè ïðè ãëîáàëüíîì ïîäõîäå â ñèñòåìå (1) ïðè b = 0.001,

Ω = 1.598233989. Ðàçðóøåíèå �Ëåñòíèöû� íà÷èíàåòñÿ ñî ñòóïåíüêè ñ ÷èñëîì

〈τinf(ε)〉 = 13.
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Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü 〈τinf(ε)〉, ðàññ÷èòàííóþ ñ ïîìîùüþ ãëîáàëü-

íîãî ïîäõîäà (Ðèñ. 1b). Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ëåñòíèöà ðàçðóøàåòñÿ íà÷èíàÿ

ñî ñòóïåíüêè ñ 〈τinf〉 = 13. Êàê èçâåñòíî, çíà÷åíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ èçìå-

íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî

b 6= 0, ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðèîáðåòàåò íåáîëüøóþ íåëèíåéíîñòü, ÷òî

äåëàåò íåâîçìîæíûì òî÷íîå çàäàíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ. Ïî íàøåìó ìíåíèþ,

ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε < εcr, ïðè êîòîðîì ïðîèñõî-

äèò ðàçðóøåíèå �Ëåñòíèöû Ôèáîíà÷÷è�. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëîãî

ïàðàìåòðà b = 10−5. Èç òåîðèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà b, òåì ìåíüøå íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè

áîëåå òî÷íîãî çàäàíèÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ.

Íà Ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå èçëîæåííîå âû-

øå ïðåäïîëîæåíèå. Êàê âèäíî èç Ðèñ. 2,b ðàçðóøåíèå ëåñòíèöû Ôèáîíà÷÷è

íàñòóïàåò ïîçæå, íà÷èíàÿ ñî ñòóïåíüêè 〈τinf(ε)〉 = 34, ÷òî ïðîèñõîäèò áëàãî-

äàðÿ óìåíüøåíèþ âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè.

Òàêæå íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âðåìåí âîçâðàòà äëÿ

äâóõ ñëó÷àåâ: ïðè ãëîáàëüíîì è ëîêàëüíîì ïîäõîäàõ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ õàðàêòåðíî ðàçðóøåíèå ëåñòíèöû ïðè á�oëüøåì çíà÷åíèè

τinf = 34 . Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî �ëåñòíèöà Ôèáîíà÷÷è�

íà÷èíàåò ðàçðóøàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ε ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå íåêîòîðî-

ãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ εcr. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε > εcr äèíàìèêà òî÷åê íà

îêðóæíîñòÿõ ñõîæà ñ äèíàìèêîé îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, à èìåííî, ïðè ìà-

ëîé àìïëèòóäå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ çàâèñèìîñòü τinf(ε) ñîîòâåòñòâóåò �Ëåñò-

íèöå Ôèáîíà÷÷è�. Ïðè ε < εcr ëåñòíèöà ðàçðóøàåòñÿ. Óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ b ïðèâîäèò ê ñäâèãó ïîðîãà ðàçðóøåíèÿ ëåñòíèöû εcr

â ñòîðîíó áîëüøèõ ε. Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ �Ëåñòíèöû Ôèáîíà÷÷è� ìîæ-

íî ãîâîðèòü î ðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòè Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà åäèíèöå, òàê êàê

ïðè àïïðîêñèìàöèè �ëåñòíèöû� ïðÿìîé ìîäóëü êîýôôèöèåíòà óãëà íàêëîíà,

à çíà÷èò è ÀÏ-ðàçìåðíîñòü, ðàâåí åäèíèöå.
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Ðèñ. 2: (a) � Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò ðàç-

ìåðà îêðåñòíîñòè ïðè ëîêàëüíîì ïîäõîäå â ñèñòåìå (1) ïðè b = 0.00001,

Ω = 1.598033989 è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 = 0.44, y0 = 0. ×åðíàÿ êðèâàÿ

ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè âîçâðàòà â òî÷êó ψ0 = π/3, ñåðàÿ � ψ0 = 2π/3. (b)

� Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âîçâðàòà Ïóàíêàðå îò ðàç-

ìåðà îêðåñòíîñòè ïðè ãëîáàëüíîì ïîäõîäå â ñèñòåìå (1) ïðè b = 0.00001,

Ω = 1.598033989. Ðàçðóøåíèå �Ëåñòíèöû� íà÷èíàåòñÿ ñî ñòóïåíüêè ñ ÷èñëîì

〈τinf(ε)〉 = 34.
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Ñëó÷àé áîëüøèõ àìïëèòóä. Ïðè ïàðàìåòðàõ b = 0.1, Ω = 2π/3 è

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 = −2.1, y0 = −0.6 ñèñòåìà (1) äåìîíñòðèðóåò ïîÿâ-

ëåíèå îñòðîâîâ óñòîé÷èâîñòè. Íà Ðèñ. 3,a ïîêàçàí ïðèìåð îäíîãî èç òàêèõ

ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþùèé ðàññìîòðåòü ñòàòèñòèêó âîçâðàòîâ Ïóàíêàðå.

Âûáîð äàííîãî ïàðàìåòðà Ω ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíîìó îòíîøåíèþ

âíåøíåé ÷àñòîòû è ñîáñòâåííîé: 2 : 3. Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå íåïî-

äâèæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äâèæåíèÿ. Â îáëàñòè ýòèõ òî÷åê èìååòñÿ ìíî-

æåñòâî èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ (ñì. Ðèñ. ??,c). Íà Ðèñ. 3,a ïîêàçàí ïðèìåð

îäíîãî èç òàêèõ ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþùèé ðàññìîòðåòü ñòàòèñòèêó âîçâðàòîâ

Ïóàíêàðå.

Íà Ðèñ. 3,b ïîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü 〈τinf(ε)〉. Çàâèñè-

ìîñòü 〈τinf〉 îò ðàçìåðà îêðåñòíîñòè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âîçìîæíîñòè åå àï-

ïðîêñèìèðîâàíèÿ ïðÿìîé: ln〈τinf(ε)〉 = − ln ε+C. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷å-

íèÿ 〈τinf〉 îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ε < εcr.

Ïðè÷èíîé ýòîìó ìîæåò áûòü âûñîêàÿ ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ïðè b = 0.1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε > εcr çàâèñèìîñòü 〈τinf(ε)〉 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðÿìóþ ëèíèþ ñ íàêëîíîì −1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ðà-

âåíñòâå ÀÏ-ðàçìåðíîñòè åäèíèöå.

Ïðè óñëîâèè ε < εcr ìîæíî óâèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòè 〈τinf(ε)〉

îñòàþòñÿ ïî÷òè íåèçìåííûìè, à íåëèíåéíîñòü äåëàåò íåâîçìîæíûì ðàñ÷åò

ðàçìåðíîñòè Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà.
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Ðèñ. 3: (a) � Ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè ñèñòåìû

(1) ïðè b = 0.1, íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0 = −2.1, y0 = −0.6 è ÷àñòîòå âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ Ω = 2π/3. (b) � Çàâèñèìîñòü ln〈τinf(ln ε)〉.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ìíîæåñòâ,

ïîëó÷åííûõ â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû � ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïîä âíåøíèì ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì. Òàêæå áûëè

ðàññìîòðåíû äâà îñíîâíûõ òèïà ìíîæåñòâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû: îêðóæ-

íîñòè è ðåçîíàíñíûå òîðû. Â ïåðâîì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ñòàòèñòèêè âðåìåí

âîçâðàòà â ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ïîêàçàëî, ÷òî çàâèñèìîñòü 〈τinf(ε)〉 â

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ó÷àñòêà: ïðè ε > εcr, ãäå

εcr åñòü íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, çàâèñèìîñòü 〈τinf(ε)〉 ñõîæà ñ àíàëî-

ãè÷íîé çàâèñèìîñòüþ, ïîëó÷åííîé â îòîáðàæåíèè îêðóæíîñòè ïðè òàêîì æå

÷èñëå âðàùåíèÿ, ëåñòíèöåé Ôèáîíà÷÷è. Äëÿ ìàëûõ ε < εcr ëåñòíèöà ðàçðó-

øàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïðèâî-

äèò ê ñäâèãó êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ εcr â ñòîðîíó ìåíüøèõ ε. Èññëåäîâàíèå

ñòàòèñòèêè âðåìåí âîçâðàòà â ðåçîíàíñíûõ òîðàõ ïîêàçàëî, ÷òî çàâèñèìîñòü

〈τinf(ε)〉 òàêæå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ó÷àñòêà, ðàçäåëåííûõ êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì εcr. Ïðè÷åì äëÿ ε > εcr çàâèñèìîñòü ln〈τinf(ln ε)〉 ìîæíî àïïðîê-

ñèìèðîâàòü ïðÿìîé ëèíèåé ñ êîýôôèöèåíòîì óãëà íàêëîíà −1, ÷òî ãîâîðèò

î òîì, ÷òî íà ýòîì ó÷àñòêå ðàçìåðíîñòü Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà åñòü αc = 1. Â

ñëó÷àå æå ε < εcr çíà÷åíèÿ 〈τinf〉 ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ, ÷òî ãîâîðèò î

íåâîçìîæíîñòè ðàñ÷åòà ÀÏ-ðàçìåðíîñòè â îáëàñòè ìàëûõ ε.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëà îïóáëèêîâàíà ñòà-

òüÿ: Í.È. Ñåìåíîâà, Ò.È. Ãàëàêòèîíîâà, Â.Ñ. Àíèùåíêî. Âîçâðàòû Ïóàíêàðå

è Ðàçìåðíîñòü Àôðàéìîâè÷à-Ïåñèíà â Íåàâòîíîìíîì Êîíñåðâàòèâíîì Îñ-

öèëëÿòîðå // Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. � 2016.
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