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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåííàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è î

åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå îïèðàÿñü íà èíòåãðàëü-

íûé ìåòîä. Äàííûé ìåòîä õîðîø òåì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷-

íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì öåïíûõ

ïîäñòàíîâîê, èíäåêñíûì ìåòîäîì, ìåòîäàìè àáñîëþòíûõ è îòíîñèòåëüíûõ

ðàçíèö, à òàêæå ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè.
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1 Îáùàÿ ñòðóêòóðà ðàáîòû

1.1 Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû

Òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ çàíèìàåò îäíî èç âàæíåéøèõ ìåñò â ñîâðåìåí-

íîé ìåõàíèêå. Ñàìî ïîíÿòèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áûëî ââåäåíî Ë. Ïðàíäòëåì

â 1904 ãîäó. Òàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïîòîê íà äâå îá-

ëàñòè: òîíêèé âÿçêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé è îáëàñòü íåâÿçêîãî òå÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîãðàíè÷íûì ñëî-

åì, ñîõðàíÿþò ñâîþ àêòóàëüíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå çàäà÷è ïîñòîÿííî âîç-

íèêàþò â àâèàöèè ïðè èçó÷åíèè îáòåêàíèÿ êðûëà. ×òî æå êàñàåòñÿ êîíâåê-

öèè, òî è â ýòîé îáëàñòè ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàó÷íûõ ðàáîò. Ñðåäè ïîñâÿ-

ùåííûõ ýòîé òåìå ïóáëèêàöèè, âûøåäøèõ â íà÷àëå XX âåêà, ìîæíî íàçâàòü

ñòàòüè Ñìèðíîâà è Ìàäåðû, ãäå âûïîëíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

êîíâåêöèè ó âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíû. Â ñòàòüå Êóçüìèíà èññëåäóåòñÿ òåïëî-

îáìåí è òðåíèå ïðè ñâîáîäíîé êîíâåêöèè. Ïðîáëåìîé êîíâåêöèè æèäêîñòè, â

òîì ÷èñëå íàíîæèäêîñòè, çàíèìàþòñÿ è çàðóáåæíûå ó÷åíûå: ×àíäðàí, Õàí,

Þõàòòà÷àðüÿ, Äàñ, Õàëèä, è äðóãèå. Ìíîãèå àòìîñôåðíûå è êîñìè÷åñêèå

ÿâëåíèÿ îñíîâàíû íà êîíâåêöèè, ÷òî ïðèäàåò îñîáóþ âàæíîñòü å¼ èçó÷åíèþ.

1.2 Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, êîòîðàÿ

âîçíèêàåò ïðè åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè, êðîìå òîãî íà æèäêîñòü íàëîæåíî

ìàãíèòíîå ïîëå.

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è

òåîðåìû, êîòîðûå ïîçâîëÿò ñîñòàâèòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ðåøå-

íèå êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: àíàëèòè÷åñêîé è ÷èñëåííîé. Äëÿ ðåàëè-

çàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà áóäåò íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ áóäåò âûäàâàòü

ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ.
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1.3 Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû óêàæóò êàêîâà òåïëîîò-

äà÷à è íàïðÿæåíèå òðåíèÿ íà ïëàñòèíå. Áîëåå òîãî, íàïèñàííàÿ ïðîãðàììà

ïîçâîëÿåò â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàòü ëþáóþ çàäà÷ó.

Ñîäåðæàíèå âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû

1.4 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè âî

âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî âÿçêîé ýëåêòðîïðîâîäíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòüþ. Òåìïåðàòóðà æèäêîñòè ïîñòîÿííà è ðàâíà T∞.

Â ýòó æèäêîñòü ïîìåùåíà âåðòèêàëüíàÿ ïëàñòèíà ñ òåìïåðàòóðîé Tω,

áîëüøåé ÷åì T∞. Òîãäà ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè òåìïåðàòóð âîçíèêàåò åñòå-

ñòâåííàÿ êîíâåêöèÿ æèäêîñòè. Êðîìå òîãî íà äâèæåíèå æèäêîñòè áóäåò âëè-

ÿòü íàëîæåííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ââåäåì ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü x ïî âåðòèêàëè ââåðõ, à îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíî

ïëàñòèíå. Âäîëü îñè z ïëàñòèíà áóäåò ñ÷èòàòüñÿ áåçãðàíè÷íîé, ïîýòîìó îò

êîîðäèíàòû z ðåøåíèå çàâèñåòü íå áóäåò.

Ñõåìà òå÷åíèÿ ïðèâåäåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 2.1.

Ðèñóíîê 1.1: Ïëàñòèíà ñ ïðèëåãàþùèì ê íåé ñëîåì êîíâåêöèè
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Òàê êàê ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàçíîñòè ïëîòíîñòè,

òî ê àêòèâíûì ñèëàì, âõîäÿùèì â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íåîáõîäèìî ïðèñî-

åäèíèòü àðõèìåäîâó ïîäúåìíóþ ñèëó:

g(T − T∞)βν, ãäå ν =
T − T∞
Tω − T∞

.

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â

ïîãðàíè÷íîì ñëîå âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàãíèòíîå

÷èñëî Ðåéíîëüäñà ìàëî, ïðèìóò âèä:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0;

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= v

∂2u

∂y2
+ g (Tω − T∞) βν − δ2B2u

ρ
;

ρc

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= λ

∂2T

∂y2
+ vρ

(
∂u

∂y

)2

+ δB2u2;

(1.1)

1.5 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ñèñòåìó ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:{
y = 0 : u = v = 0, T = Tω,

y →∞ : u = 0, T = T∞.
(1.2)

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò ïðèëèïàíèå æèäêîñòè ê ïëàñòèíå è óñëîâèå òîãî,

÷òî òåìïåðàòóðà ÷àñòè æèäêîñòè, ïðèëåãàþùåé ê ïëàñòèíå, ðàâíà òåìïåðà-

òóðå ïëàñòèíû.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè äâèæåíèå æèäêîñòè çà-

òóõàåò, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî òåìïåðàòóðà ÷àñòèö æèäêîñòè ïðè óäàëåíèè îò

ïëàñòèíû ñòðåìèòñÿ ê T∞ è àðõèìåäîâà ïîäúåìíàÿ ñèëà èñ÷åçàåò.

5



1.6 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ

Óðàâíåíèå ñèñòåìû çàïèøåì â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ïîëàãàÿ

u = ûU x = x̂ι B = B̂B0

υ = υ̂V y = ŷδ T = T∞ + t̂(∆T0) (1.3)

èç âñåõ ââåäåííûõ âåëè÷èí âìåñòå ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è äàþòñÿ ∆T0 è ι,

îñòàëüíûå âåëè÷èíû äîëæíû áûòü îïðåäåëåííû èç ñðàâíåíèÿ ïîðÿäêà ÷ëå-

íîâ.

1.7 Âíåøíåå ðàçëîæåíèå

Ñèñòåìà ñîäåðæèò ïàðàìåòð η ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò çàâèñåòü îò

ýòîãî ïàðàìåòðà. Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè óñëîâèè ÷òî η >> 1.

Òîãäà ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó:

ξ = (η−1ρr)
1/2

Òî, ÷òî íåîáõîäèìî ââåñòè òàêèì îáðàçîì áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî. Ïî-

ýòîìó èñêîìûå ôóíêöèè û, ν̂, t̂ ìîæíî ââåñòè òàêèì îáðàçîì:

û = u0 + ξu1 + ξ2u2 + ......

ν̂ = ν0 + ξν1 + ξ2ν2 + ......

t̂ = t0 + ξt1 + ξ2t2 + ...... (1.4)

ãäå ui, νi, ti - êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ äëÿ u, ν, t çàâèñÿùèå îò x̂ è ŷ.

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå çàäà÷è òîëüêî

â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, òî ÷¼ðòî÷êè íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè

â äàëüíåéøåì áóäóò îïóùåíû. Òàì ãäå âñòðåòèì ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, îíè

áóäóò ñïåöèàëüíî îãîâîðåíû.
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1.8 ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå ñòåïåííîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïëàñòèíû è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü òî÷íîñòü èíòåãðàëüíîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé, êîãäà òåìïåðàòóðà è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñïðåäåëåíû ïî

ñòåïåííîìó çàêîíó. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ àâòîìîäåëü-

íûì è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå

Ñïûëèõèíà.

tω = xn; B = xm. (1.5)

ïðè÷åì

m =
n− 1

4
.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.5) â δ d
dx

(
t2ωB

−2δ
)

= 10tω + bB−2tωδ2 ïîëó÷èì, ÷òî:

f(x) =
2x

5n+3
2

5n+ 3
. (1.6)

Çíàÿ f(x) îïðåäåëèì δ, ïîäñòàâèâ (1.5)

δ = 2
√

5

(
2

5n+ 3

)1/2

x−
n−1
4 .

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ

∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

= −
(

5n+ 3

10

)1/2

x
5n−1

4 . (1.7)

Ôîðìóëà (1.7) îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäíóþ t0 íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, êîòî-

ðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåïëîîòäà÷è ïëàñòèíû. Ýòà æå âåëè÷èíà

â àâòîìîäåëüíîì ðåøåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

= x
5n−1

4
(n+ 3)1/2

2

df0
dη

∣∣∣
η=0

, (1.8)
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ãäå f0 (η) îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â áàêàëàâðñêîé

ðàáîòå Ñïûëèõèíà.

1.9 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêàìè 2.2, 2.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ
∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

â çàâèñèìîñòè îò x äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåìïåðàòóðà ïëàñòèíû ïîñòîÿí-

íà, à íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó.

Ðèñóíîê 1.2: ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

ïðè A = 0

8



Ðèñóíîê 1.3: ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

ïðè A = 0.5

Ðèñóíîê 1.4: ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ∂t0
∂y

∣∣∣
y=0

ïðè A = −0.5

Ãðàôèê I � Ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó íàïðÿæåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

A2 = 0;
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Ãðàôèê II � Ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A2 = 0.5 è ñëåäîâàòåëüíî íàïðÿæåí-

íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì x.

Ãðàôèê III � Ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A2 = −0.5.

Ïðè÷åì äëÿ âñåõ òðåõ ïåðâûõ ãðàôèêîâ b = 0.

Ãðàôèê IV � ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A2 = 0;

Ãðàôèê V � ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A2 = 0.5;

Ãðàôèê VI � ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A2 = −0.5;

Äëÿ âñåõ òðåõ ýòèõ ãðàôèêîâ b = 1.

Åñëè âåëè÷èíà b îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî â óðàâíåíèè ýíåðãèè

ó÷èòûâàåòñÿ òåïëî âûäåëÿþùååñÿ â ñëåäñòâèå òðåíèÿ è äæîóëîâî òåïëî.

Èç àíàëèçà ãðàôèêîâ èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2.2 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå

ïîñòîÿííîé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òåïëîîòäà÷à óìåíüøàåòñÿ ñ óâå-

ëè÷åíèåì x âäîëü ïëàñòèíû. Åñëè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ óìåíü-

øàåòñÿ âäîëü ïëàñòèíû, òî ïîòîê òåïëà áóäåò áîëüøèì, ÷åì ïðè ïîñòîÿííîì

íàïðÿæåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñ óâåëè÷åíèåì x âíà÷àëå óáûâàåò, à çàòåì

âîçðàñòàåò.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà ïîñòàâëåíà, ðàññìîòðåíà è ðåøåíà çàäà÷à î

åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Â íà÷àëå áûëà âûïè-

ñàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ýòà ñèñòåìà áûëà

ïðåîáðàçîâàíà ê áåçðàçìåðíîìó. Äàëåå áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé íóæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíûì ìåòîäîì. Äëÿ âíóòðåí-

íåé îáëàñòè àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå òðè ðàçëîæåíèÿ, à

òàê æå âûâåäåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ. Â êîíöå ðà-

áîòû ñ èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîãî âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ áûëè âûâåäåíû

ôîðìóëû äëÿ òåïëîîòäà÷è è íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ íà ïëàñòèíå. Áûëà óñòà-

íîâëåíà çàâèñèìîñòü, ýòèõ âåëè÷èí îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òàêèõ êàê ÷èñëî

Ïðàíäëÿ, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü æèäêîñòè.
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