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Ââåäåíèå.

Çàäà÷àì ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì

è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì (ñ.ï.ô.) äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ, ñðåäè êîòî-

ðûõ è ðàáîòû ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ Â.À. Èëüèíà, A.M. Ñåäëåöêîãî,

À.À. Øêàëèêîâà.

À.Ï. Õðîìîâûì â [2] âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû

èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, ÿäðà êîòîðûõ èìåþò ñêà÷êè íà ëèíèÿõ t = i è

t = 1− x, à èìåííî,

Af(x) = α1

∫ x

0

A1(x, t)f(t) dt+ α2

∫ 1

x

A2(x, t)f(t) dt+

+α3

∫ 1−x

0

A3(1− x, t)f(t) dt+ α4

∫ 1

1−x
A4(1− x, t)f(t) dt (0.1)

áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ (1). Òåîðåìà ðàâíîñ-

õîäèìîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (1) â [8] áûëà äîêàçàíà äëÿ îïåðàòîðà

Af(x) =

∫ 1−x

0

A(1− x, t)f(t) dt.

Â ïîëó÷åííîé òåîðåìå ðàâíîñõîäèìîñòè óäàëîñü

îñâîáîäèòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ òðóäíî ïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ

ðåãóëÿðíîñòè íî Áèðêãîôó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáðàòíîãî

îïåðàòîðà, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà. Ðåçóëü-

òàòû èç [2], [8] ÿâèëèñü ïåðâûìè â èññëåäîâàíèè

ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà (1). Â íàñòîÿùèé ìî-

ìåíò åñòü öåëûé ðÿä èíòåðåñíûõ ðàáîò ï ïî äðóãèì çàäà÷àì ñïåêòðàëüíîãî

àíàëèçà îïåðàòîðîâ âèäà (1), ïðè

íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà Ai(x, t) è αi

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð,

ðàññìîòðåííûé â ñòàòüå [5] è îïåðàòîð ïðîñòåéøåãî âèäà A0 ðàññìîòðåííûé

â ñòàòüå [21]

Af(x) =

∫ θ(x)

0

A (θ(x), t) · f(t) dt,

2



ãäå θ(x) =
1

2
− x ïðè x ∈

[
0,

1

2

]
è θ(x) =

3

2
− x ïðè x ∈

[
1

2
, 1

]
.

Ôóíêöèÿ θ(x) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. θ(θ(x)) = x, ïðè÷¼ì θ(x) òåðïèò

ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïðè x = 1
2 .
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðèì îáðàùåíèå èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé, èìåþùåé ðàçðûâû. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Af(x) =

∫ θ(x)

0

A (θ(x), t) · f(t) dt, (0.2)

ãäå θ(x) = 1
2 − x ïðè x ∈ [0, 12 ] è θ(x) = 3

2 − x ïðè x ∈ [12 , 1]. Ôóíêöèÿ θ(x)

ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. θ(θ(x)) = x, ïðè÷¼ì θ(x) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî

ðîäà ïðè x = 1
2 .

Òðåáîâàíèÿ íà ÿäðî îïåðàòîðà (1): ôóíêöèÿ A(x, t) = 0 ïðè t > x,

A(x− x0) ≡ 1 è ∂k+l

∂xk∂tl
A(x, t) íåïðåðûâíû ïðè t < x è k + l 6 2

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ

∂k+l

∂xk∂tl
Bi,j(x, t) (i, j = 1, 2) k + l 6 2

íåïðåðûâíû âñþäó, êðîìå áûòü ìîæåò, t+ x = 1
2 è

∂

∂x
Bi,j(x, t)

∣∣∣
t+ 1

2−x±0
,
∂

∂x
Bi,j(x, γ)(γ = 0,

1

2
)

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.

Ëåììà 2. Åñëè y(x) = Af(x), òî

z(x) = Bg(x), x ∈
[
0;

1

2

]
, (0.3)

ãäå z(x) = (z1(x), z2(x))T (T - çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ),

z1(x) = y(x), z2(x) = y

(
1

2
+ x

)
, g(x) = (g1(x), g2(x))T

,

g1(x) = y(x), g2(x) = f

(
1

2
+ x

)
, Bg(x) =

∫ 1
2

0

B(x, t)g(t)dt.
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Ëåììà 3. Îïåðàòîð B−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rang M = m, ãäå

M =

(
E + (ϕ̃, ψ)T∫ 1
2

0 B(0, t)ϕ̃T (t)dt

)
, E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà m×m

(ϕ̃, ψ) = {ϕ̃j, ψk}mj,k=1, ϕ̃
T = (ϕ̃1, · · · , ϕ̃m)

Ëåììà 4. Ïóñòü B−1 ñóùåñòâóåò è äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìèíîð ∆ ìàò-

ðèöû M , îáðàçîâàííûé èç ïåðâûõ m ñòðîê, îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà

B−1z(x) = (W − E)−1z′
(

1

2
− x
)
−

− 1

∆

m∑
j,k=1

(
(W − E)−1z′

(
1

2
− x
)
, ψj

)
∆jk ϕ̃k(x), (0.4)

∫ 1
2

0

B(0, t)B−1z(t)dt = 0 (0.5)

Òåîðåìà 1. Äëÿ îïåðàòîðà B−1 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

B−1z(x) = −z′
(

1

2
− x
)

+ a1(x)z(0) + a2(x)z

(
1

2

)
+ a3(x)z(x)+

+a4(x)z

(
1

2
− x
)

+

∫ 1
2

0

a(x, t)z(t)dt (0.6)

Sż(0) + T · z
(

1

2

)
= 0, (0.7)

ãäå ai(x), i = 1, 4, a′3(x), a′4(x), íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè, êàæäàÿ

êîìïàíåíòà ìàòðèöû a(x, t) èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è êîìïîíåí-

òû Bx(x, t) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ïî t ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü

íåïðåðûâíîñòü, S =

(
1 0

0 0

)
,

T =

(
0 −1

1 0

)
.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèðóåìóþ

ñèñòåìó äëÿ ðåçîëüâåíòû

ðàññìîòðåííîãî îïåðàòîðà
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Q · v′(x) + P̃1(x)v(0) + P̃2(x)v

(
1

2

)
+

+P̃3(x)v(x) + Ñv − λv(x) = m̃(x) (0.8)

M̃1v(0) + M̃0v

(
1

2

)
= 0 (0.9)

Ëåììà 5. Íåîñîáîé ìàòðèöåé Γ, äèàãîíàëèçèðóþùåé ìàòðèöó Q−1, òî

åñòü Γ−1 ·Q−1 · Γ = D = diag(i,−i, i,−i), ÿâëÿåòñÿ

Γ =


i 1 0 0

0 0 i 1

i i 0 0

0 0 1 i


Òåîðåìà 2. Åñëè Rλ ñóùåñòâóåò, òî

Rλf(x) =

v1(x), ïðè x ∈
[
0, 1

2

]
v2
(
x− 1

2

)
, ïðè x ∈

[
1
2 , 1

] , (0.10)

ãäå vi(x), i = 1, 2, ... - ïåðâûå äâå êîìïàíåíòû âåêòîðà v(x),

óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (7), (8). Âåðíî è îáðàòíîå,

òî åñòü, åñëè λ òàêîâî, ÷òî îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (7),

(8) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî Rλ

ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9).

Â òðåòüåé ãëàâå ãëàâå ðàññìîòðèì òåîðåìó

ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ ïðîñòåéøåãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé,

èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ, èìåþùèé âèä

Af(x) =

∫ θ(x)

0

f(t)dt, äåéñòâóþùèé â L2[0, 1].

θ(x) =
2k − 1

n
− x ïðè x ∈

[
k − 1

n
,
k

n

]
, k = 1, n− 1.

Ôóíêöèÿ θ(x) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò.å.

θ(θ(x)) ≡ x

è θ(x) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ x = k
n è k = 1, n− 1.
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Òåîðåìà 3. Åñëè

y = Rλ(A)f(x) = (E − λA)−1Af(x),

òî

v′(x) = λBu(x) +BΦ(x), (0.11)

P0v(0) + P1v

(
1

n

)
= 0, (0.12)

ãäå

v(x) = (v1(x), ..., v2n(x))T , v2k−1(x) = y

(
k − 1

n
+ x

)
,

v2k(x) = y

(
k

n
+ x

)
, k = 1, n;

Φ(x) = (f1(x), ..., f2n(x))T , f2k−1(x) = f

(
k − 1

n
+ x

)
,

f2k(x) = f

(
k

n
+ x

)
, k = 1, n, x ∈

[
0,

1

n

]
.

Ìàòðèöà B = (2n × 2n) èìååò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áëîêè

(
0 −1

1 0

)
,

îñòàëüíûå ýëåìåíòû - íóëè.

P0 =



0 1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 0 0 · · · 0

1 0 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 0 1 · · · 0

. . . . . . . .

0 0 . . 1 0 0 0

0 0 . . 0 0 0 1



;
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P0 =



0 0 0 0 0 0 · · · 0

1 0 0 0 0 0 · · · 0

0 0 −1 0 0 0 · · · 0

0 −1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 −1 0 · · · 0

0 0 0 −1 0 0 · · · 0

. . . . . . . .

0 0 . . . 0 −1 0

0 0 . . . −1 0 0



.

Òåîðåìà 4. Åñëè v(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (10), (11) è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,

òî Rλ(A) ñóùåñòâóåò è

Rλ(A)f(x) =

{
v2k−1

(
x− k − 1

n

)
, x ∈

[
k − 1

n
,
k

n

]
, k = 1, n

}
.

Ëåììà 6. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ λ2k+1 = i,

λ2k = −i, k = 1, n.

Ëåììà 7. Íå îñîáîé ìàòðèöåé Γ, äèàãîíàëèçèðóþùåé ìàòðèöó B, òî

åñòü

Γ−1 ·B · Γ = D = diag(i, −i, · · · , i, −i),

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò áëîêè(
−1 1

i i

)
, îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Γ−1 èìååò òó æå ñòðóê-

òóðó, òîëüêî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áëîêè

(
−1 −i
1 −i

)
.

Òåîðåìà 5. Åñëè v(x) óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 3, òî

h(x) = Γ−1 · v(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

h′(x) = λDh(x) + Γ−1 ·B · Φ(x), (0.13)

u(h) = P0Γh(0) + P1Γh(
1

n
) = 0, (0.14)
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ãäå ìàòðèöà Γ−1B èìååò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áëîêè

(
−i 1

−i −1

)
,

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

P0 · Γ=



0 0 0 0 0 0 · · · 0

i i 0 0 0 0 · · · 0

−1 1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 i i 0 0 · · · 0

0 0 −1 1 0 0 · · · 0

0 0 0 0 i i · · · 0

. . . . . . . .

0 0 . . −1 1 0 0

0 0 . . 0 0 i i



;

P1 · Γ=



−1 1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 0 0 · · · 0

0 0 1 −1 0 0 · · · 0

−i −i 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 1 −1 · · · 0

0 0 −i −i 0 0 · · · 0

. . . . . . . .

0 0 . . 0 0 1 −1

0 0 . . −i −i 0 0



.

Ëåììà 8. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

gλQ(x) =

∫ 1
n

0

g(x, t, λ)Q(t)dt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (12).

Ëåììà 9. Èìååò ìåñòî îöåíêà

‖gλQ(x)‖∞ = O(‖f‖1). (0.15)

Ëåììà 10. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||gλχ(x)||∞ = O

(
1

λ

)
, (0.16)
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êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè χ(x) ÿâëÿåòñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îòðåçêà [0, 1
n ].

Ëåììà 11. Äëÿ ðåøåíèÿ h(X, λ) çàäà÷è (12), (13) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

h(x, λ) = −Y (x, λ) ·∆−1(λ) ·
∫ 1

n

0

ux(g(x, t, λ)) ·Q(t)dt+ gλQ(x), (0.17)

ãäå

Y (x, λ) = diag(eλix, e−λix, · · · , eλix, e−λix)

- ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2n× 2n, ∆(λ) = u(Y (x, λ)), ux(·)
îçíà÷àåò, ÷òî u(·) ïðèìåíÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé x;

g(x, t, λ) = diag(g1(x, t, λ), · · · , g2n(x, t, λ)),

g2k+1(x, t, λ) = −ε(t, x)eλi(x−t)

g2k(x, t, λ) = ε(t, x)e−λi(x−t), k = 1, n,

Çäåñü ε(x, t) = 1 ïðè t ≤ x è ε(x, t) = 0 ïðè t > x;

Q(x) = Γ−1BΦ(x)

Ëåììà 12.

det∆(λ) = (ie
λ
n i + ie−

λ
n i)n.

Ëåììà 13. Â Sδ ñïðàâåäëèâà îöåíêà |det∆(λ)| > C · |eλi|, ãäå C çàâèñèò

òîëüêî îò δ.

Ëåììà 14. Åñëè ε ∈ (0, 1
2n), òî â Sδ∥∥Y (x, λ) ·∆−1(λ)

∥∥
C[ε, 1

n−ε]
= O(e−εReλi).

Ëåììà 15. Åñëè ε ∈ (0; 1
2n), òî äëÿ ëþáîé f(x) ∈ L[0, 1] â Sδ

lim
z→∞

∥∥∥∥∫
|λ|=ε

[h(x, λ)− u(x, λ)]dλ

∥∥∥∥
C[ε, 1n−ε]

= 0,

ãäå u(x, λ), óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

u′(x) = λDu(x) +Q(x),

u0(x) = u(0)− u
(

1

n

)
= 0. (0.18)
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Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà "ðàâíîñõîäèìîñòè"). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(x) ∈ L[0, 1] è ëþáîãî ε ∈ (0, 1
2n) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

{
n∑
k=1

max
ε+k−1

n 6x6 k
n−ε
|Sr(x, f)− σ2(x, fk)|

}
= 0,

ãäå Sr(x, f) - ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì è

ïðèñîåäèí¼ííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà À äëÿ òåõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòîðûõ |λk| < r;

σ2(x, g) - ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå{
1√
n
exp2nkπix

}

ôóíêöèÿ g(x) íà îòðåçêå x ∈
[
0,

1

n

]
; fk(x) = f

(
k − 1

n
+ x

)
,

k = 1, n ïðè x ∈
[
0, 1n
]
.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå, îñíîâàííîé íà ìàòåðèàëàõ [5], [21] ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ èíâîëþöèåé, èìåþùåé ðàçðûâû. Âî

âòîðîé ãëàâå â ðàññìîòðåíèå ââåëîñü ïîíÿòèå ðåçîëüâåíòû äàííîãî îïåðà-

òîðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ðàâíîñõîäèìîñòè

äëÿ ïðîñòåéøåãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé, èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç-

ðûâîâ. Äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ

ëåìì.
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