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Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èçîáðàæåíèÿ è èëëþñòðàöèè ñòàëè èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïîâñåìåñòíî. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ôîðìàòîâ
èçîáðàæåíèé, îäíèìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ � JPEG è RAW. Ðàçìåð îáû÷íîãî
ñíèìêà â RAW ôîðìàòå ïîðÿäêà 20 Ìá, íåäîñòàòêîì æå èçîáðàæåíèÿ â ôîð-
ìàòå RAW ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé îáú¼ì ôàéëà, êîòîðûé ïðåâûøàåò JPEG â òðè è
áîëåå ðàç. JPEG (àíãë. Joint Photographic Experts Group � îáúåäèíåííàÿ ãðóïïà
ýêñïåðòîâ â îáëàñòè ôîòîãðàôèè) � ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûì ìåòîäîì
ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé. Íå ñìîòðÿ íà áûñòðûé ðîñò ¼ìêîñòè óñòðîéñòâ õðàíå-
íèÿ, ïî-ïðåæíåìó âåñüìà àêòóàëüíûìè îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ñæàòèÿ
èçîáðàæåíèé. Âñå ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà áîëüøèõ
êëàññà:

1. Àëãîðèòìû ñæàòèÿ áåç ïîòåðü;

2. Àëãîðèòìû ñæàòèÿ ñ ïîòåðÿìè.

Àëãîðèòì ñæàòèÿ áåç ïîòåðè äàííûõ - àðõèâàöèÿ ( ZIP, RAR è ò.ä). Àëãîðèòì
ñæàòèå äàííûõ ñ ïîòåðÿìè � ìåòîä ñæàòèÿ äàííûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîãî
ðàñïàêîâàííûå äàííûå îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ, íî ñòåïåíü îòëè÷èÿ íå ñóùå-
ñòâåííà ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ àëãîðèòì ñæàòèÿ JPEG. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûìè äðóãèìè îáùåïðèíÿòûìè
ôîðìàòàìè èçîáðàæåíèé JPEG îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå ñæàòèå ôîòîãðàôè-
÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Ïåðâûé àëãîðèòì ñæàòèÿ èñïîëüçîâàë ñâîéñòâà ÷àñòíûõ
ñóìì Ôóðüå è èíòåãðàë Ôóðüå, äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Àëãîðèòì
îñíîâàí íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ, à èìåííî íà äèñêðåòíîì êîñèíóñ ïðåîáðà-
çîâàíèè Ôóðüå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ðàññìîòðèì äàííûé àëãîðèòì íà ôàéëå ôîðìàòà BMP,
ãäå çà êàæäûé ïèêñåëü îòâå÷àåò 1á èíôîðìàöèè, ò.å öâåò çàäàåòñÿ íîìåðîì îò 0
äî 255. Èçîáðàæåíèÿ JPEG ñæèìàþòñÿ â ìàòðèöû 8*8 ïèêñåëîâ, êîòîðûå íàçû-
âàþòñÿ åäèíèöàìè äàííûõ. Äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçóåò
åäèíèöû äàííûõ â ñóììó êîñèíóñíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåíÿåì ÄÊÏ (Äèñêðåòíîå
êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå) ê êàæäîé ìàòðèöå. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó,
â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñîîòâåòñòâóþò íèçêî÷àñòîòíîé
ñîñòàâëÿþùåé èçîáðàæåíèÿ, à â ïðàâîì íèæíåì � âûñîêî÷àñòîòíîé. Ê ïîëó-
÷åííûì êîýôôèöèåíòàì ÄÊÏ ïðèìåíÿåòñÿ êâàíòîâàíèå. Íà ýòàïå êâàíòîâàíèÿ
ñæàòèÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò îòáðàñûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ äèñêðåòíîãî êî-
ñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå íåñóùåñòâåííû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðà-
æåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê îðèãèíàëó. Êâàíòîâàíèå � îñíîâíîé ïðîöåññ, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðîãî òåðÿþòñÿ äàííûå â ìåòîäå JPEG-ñæàòèÿ. Ìàòðèöû, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ êâàíòîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÄÊÏ, õðàíÿòñÿ â çàãîëîâî÷íîé
÷àñòè JPEG-ôàéëà. Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ìàòðèöû ê âåê-
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òîðó ñ 64 êîýôôèöèåíòàìè (0..63) Ñìûñë ýòîãî âåêòîðà � â òîì, ÷òî ìû ïðî-
ñìàòðèâàåì êîýôôèöèåíòû 8x8 DCT â ïîðÿäêå ïîâûøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
÷àñòîò. Òàê, ìû ïîëó÷àåì âåêòîð îòñîðòèðîâàííûé êðèòåðèÿìè ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ÷àñòîòû: ïåðâàÿ âåëè÷èíà íà âåêòîðå (èíäåêñ 0) ñîîòâåòñòâóåò ñàìîé íèçêîé
÷àñòîòå â èçîáðàæåíèè. Ñëåäóþùèé ýòàïîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âûêèäûâàíèå
ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ öâåòîì. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ êàêèì îáðàçîì âîññòà-
íîâèòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå. Áóäåì âîññòàíàâëèâàòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ñ
ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà è èíòåðïîëÿöèè êóáè÷å-
ñêèìè ñïëàéíàìè. Èíòåðïîëèðîâàíèå ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà íà âñåì îòðåçêå ñ
èñïîëüçîâàíèåì áîëüøîãî ÷èñëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè ÷àñòî ïðèâîäèò ê ïëîõîìó
ïðèáëèæåíèþ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñèëüíûì íàêîïëåíèåì ïîãðåøíîñòåé â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, èç-çà ðàñõîäèìîñòè ïðîöåññà èíòåðïîëÿöèè óâåëè÷å-
íèå ÷èñëà óçëîâ íå îáÿçàíî ïðèâîäèòü ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçáåæàòü áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé, âåñü îòðåçîê ðàçáèâàþò íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè
è íà êàæäîì èç ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò ôóíêöèþ ìíîãî÷ëå-
íîì íåâûñîêîé ñòåïåíè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà âñåì îòðåçêå
ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ñïëàéí-ôóíêöèé.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû: ïðàêòè÷åñêàÿ íåîáõîäèìîñòü íàèáîëüøåãî ñæàòèÿ èçîá-
ðàæåíèÿ ñ íàèìåíüøåé ïîòåðåé êà÷åñòâà.

Öåëü âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû: òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü è ïðàê-
òè÷åñêè ïðîâåðèòü èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ñæàòèÿ èçîá-
ðàæåíèÿ.

Çàäà÷è âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû:
1) Çíàêîìñòâî ñî ñâîéñòâàìè ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ è êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå,

èíòåãðàëîì Ôóðüå;
2) Èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà ñæàòèÿ JPEG;
3) Ðåàëèçàöèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ â WolframMathematica.
Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3 ðàçäåëîâ, çà-

êëþ÷åíèÿ è ïðèëîæåíèÿ.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ

Ôóðüå, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è ñðåäíåå Ôåéåðà, èíòåãðàë Ôóðüå êàê ïðåäåëüíàÿ
ôîðìà ðÿäà Ôóðüå,òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñâîèì èíòåãðà-
ëîì Ôóðüå. Âî âòîðîì ðàçäåëå ãîâîðèòñÿ î äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå è
àëãîðèòìå ñæàòèÿ JPEG. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà è èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ñäåëàíû îñíîâíûå âûâîäû.
Â ïðèëîæåíèè ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà âûïîëíåííàÿ â WolframMathematica

è ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

3



Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ è èí-
òåãðàë Ôóðüå. Ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå è êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå, ñðåäíåå Ôåéåðà. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêóþ ñèñòåìó ôóíêöèé{

1

2
, cosnx, sinnx, n = 1, 2, ..., x ∈ [−π, π]

}
(1)

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â L2(−π, π) îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìîé. Ôóíêöèè ñèñòåìû (1) íå íîðìèðîâàíû L2(−π, π). Îðòîíîðìèðîâàííîé
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà{

1√
2π
,
1√
π
cosnx,

1√
π
sinnx, n = 1, 2, ..., x ∈ [−π, π]

}
Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(−π, π) ñîîòâåòñòâóåò åå ðÿä Ôóðüå:

a0(f)

2
+
∞∑
n=1

an(f) cosnx+ bn(f) sinnx, (2)

ãäå

an(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, ...,

bn(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, ... . (3)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ

DN(t) =
1

2
+

N∑
n=1

cosnt =
sin(N + 1

2)t

2 sin t
2

, t ∈ [−π, π] , N = 1, 2, ...,

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Äèðèõëå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
{
einx
}∞
n=−∞ , x ∈ [−π, π]

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè f(x) ∈ L[α, β] è [a, b] ëåæèò âíóòðè [α, β], òî èíòå-
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ãðàëüíûì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè f(x) íà [a, b] ïðèíÿòî íàçûâàòü âûðàæåíèå

ω1(δ, h, f) = sup
|h|<δ

b∫
a

|f(x+ h)− f(x)|dx,

ãäå x+ h ∈ [α, β].

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(−π, π) ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

max {|an(f)| , |bn(f)|} ≤
1

4π
ω
(2)
1

(π
n
, f
)
≤ 1

2π
ω1

(π
n
, f
)
, n = 1, 2, ..., (4)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈ L1(−π, π), g ∈ L∞(−π, π). Òîãäà êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôóíêöèè Fx(t) = f(x + t)g(t) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x ∈
[−π, π].

Òåîðåìà 2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàí-
ñòâàõ C(−π, π) è L1(−π, π).

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ

KN(t) =
1

N + 1

N∑
ν=0

Dν(t) =
2

N + 1

[
sin 1

2(N + 1)t

2 sin t
2

]2
, N = 0, 1, .. (5)

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ôåéåðà

Èíòåãðàë Ôóðüå êàê ïðåäåëüíàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå. Ïóñòü f : R→
R- íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ïðåä-
ñòàâèìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñâîèì ðÿäîì Ôóðüå ìîæåì, äëÿ ëþáîãî l > 0,
ðàçëîæèòü f â ðÿä Ôóðüåâ ïðîìåæóòêå [−l, l] :

f(x) =
a0
2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πnx

l
+ bn sin

πnx

l

)
, (6)

ãäå

an =
1

l

l∫
−l

f(t) cos
πnt

l
dt, n = 0, 1, 2, ..., (7)
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bn =
1

l

l∫
−l

f(t) sin
πnt

l
dt, n = 0, 1, 2, ..., (8)

Òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñâîèì èíòåãðàëîì Ôó-
ðüå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèþ f : R → R áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñ-
ëè îíà îíà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé â ñìûñëå òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå íà ëþáîì
êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, b], ò.å. åñëè â [a, b] íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
a = x0 < x1 < · · · < xn = b òàêèõ, ÷òî â êàæäîì îòêðûòîì èíòåðâàëå
(xj, xj+i) ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, à â êàæäîé òî÷êå xj ó
f(x) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà

f(xj − 0) = lim
h→0+

f(xj − h), f(xj + 0) = lim
h→0+

f(xj + h),

à òàêæå ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû ñëåäóþùèå ïðåäåëû ïîõîæèå íà ëåâóþ è ïðà-
âóþ ïðîèçâîäíûå

lim
h→0+

f(xj − h)− f(xj − 0)

−h
, lim

h→0+

f(xj + h)− f(xj + 0)

−h
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñâîèì èí-
òåãðàëîì Ôóðüå áóäåì èñïîëüçîâàòü

Ëåììà 1 (Ðèìàíà-Ëåáåãà äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà). Åñëè a ∈ R è f :

(a,+∞) → R àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà (a,+∞), ò.å. åñëè
∫ +∞
a |f(x)|dx <

+∞, òî

lim
p→+∞

+∞∫
a

f(x) cos pxdx = lim
p→+∞

+∞∫
a

f(x) sin pxdx = 0.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Ôóáèíè). Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ, òî âñå å¼ ïîâòîðíûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è íå òîëüêî ðàâíû
ìåæäó ñîáîé, íî ðàâíû è å¼ êðàòíîìó èíòåãðàëó.

Òåîðåìà 4 (î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñâîèì ðÿäîì Ôóðüå). Ïóñòü
f : R → R- êóñî÷íî-ãëàäêàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

+∞∫
0

[a(y) cos yx+ b(y) sin yx]dy =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)],
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ãäå

a(y) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) cos tydt,

b(y) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) sin tydt.

Èíòåãðàë Ôóðüå êóñî÷íî-ãëàäêîé àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ðàâåí
ïîëóñóììå å¼ ïðåäåëîâ ñëåâà è ñïðàâà. Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè îí â òî÷íîñòè ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ
+∞∫
0

sin v

v
dv,

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Äèðèõëå.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î äèñ-
êðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R − 2π - ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñâîèì ðÿäîì Ôóðüå, ò.å. òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) =
+∞∑

n=−∞
cne

inx, (9)

ãäå

cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå çàâåäîìî èìååò ìåñòî, åñëè f - íåïðåðûâíàÿ
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ 2π - ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Íàáîð ÷èñåë A−N+1, A−N+2, . . . , AN íàéäåííûõ ïî ôîðìóëå
(2.3), íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè {fk}.
Åãî òàêæå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ôóíêöèþ {Am}, çàäàííóþ íà òîé æå ñà-
ìîé ñåòêå xm = πm/N(−N+1 ≤ m ≤ N). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó (2.2) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè {Am} íîâîé ôóíêöèè {fk}, íàçûâàåìîé
äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè {Am}.

Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü
ñïîñîá îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, ïðèìåíÿåìûé äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, íàïðèìåð, âûäåëèòü
ãðóïïû ñëàãàåìûõ, êîòîðûå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîýôôèöè-
åíòîâ Al. Ýêîíîìèÿ âû÷èñëåíèé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà
âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóæíî íàéòè ïðÿìîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
òî åñòü äëÿ äàííîé äèñêðåòíîé ôóíêöèè {fk} íóæíî íàéòè ÷èñëà

An =
1

2N

N∑
k=−N+1

fke
−il kπN , −N + 1 ≤ n ≤ N (10)

Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî N ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì è ïðåäñòàâëåíî â âèäå N = p1 · p2.
Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, çàïèøåì ïðèâîëüíîå öåëîå ÷èñëî n
ëåæàùåå ìåæäó −N + 1 è N â âèäå n = n1 + p1n2, ãäå îñòàòîê n1 ëåæèò â
ïðåäåëàõ îò −p1 äî p1, à ÷àñòíîå n2 - â ïðåäåëàõ îò −p2 äî p2 :

−p1 < n1 < p1, −p2 < n2 < p2. (11)

Ìîæíî çàäàòü ÷èñëî n èç èíòåðâàëà −N +1 äî N : äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ÷èñëà
n1 è n2 óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì . Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîîáðàæåíèÿì, ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå An = A(n1, n2)

Àëãîðèòì ñæàòèÿ JPEG. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñàìûé
ïåðâûé àëãîðèòì ñæàòèÿ JPEG. Êëþ÷åâûì êîìïîíåíòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâ-
ëÿåòñÿ äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è, òàê æå êàê
è îíî, èìååò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðè ñæàòèè èçîáðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ
èç öâåòîâîãî ïðîñòðàíñòâà RGB â YCbCr. Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãëàç áîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê ÿðêîñòè öâåòà, ÷åì ê åãî
îòòåíêó. Y - ýòî âåëè÷èíà ÿðêîñòè öâåòà, à Cb è Cr - öâåòîâûå âåëè÷èíû, îïðå-
äåëÿþùèå îòòåíîê è íàñûùåíèå öâåòà. Óæå íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäÿò ïîòåðè
â èíôîðìàöèè, òàê êàê ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ RGB â YCbCr è îáðàòíî íå
ïîçâîëÿþò òî÷íî ñîõðàíèòü íåêîòîðûå öâåòà. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ âîëí, ïðè÷åì îñè X è Y
ñîâïàäàþò ñ øèðèíîé è âûñîòîé êàðòèíêè, à ïî îñè Z îòêëàäûâàåòñÿ çíà÷åíèå
öâåòà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïèêñåëÿ èçîáðàæåíèÿ. Äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàðòèí-
êè ê åå ñïåêòðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è îáðàòíî. Âîçäåéñòâóÿ íà ñïåêòðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå êàðòèíêè, ñîñòîÿùåå èç "ãàðìîíèê òî åñòü, îòáðàñûâàÿ íàèìåíåå
çíà÷èìûå èç íèõ, ìîæíî áàëàíñèðîâàòü ìåæäó êà÷åñòâîì âîñïðîèçâåäåíèÿ è
ñòåïåíüþ ñæàòèÿ.
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Ôîðìóëà äèñêðåòíîãî êîñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

DCT [i, j] =
1√
2N

C(i)C(j)
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

IDCT [x, y] cos

[
(2x+ 1)iπ

2N

]
cos

[
(2y + 1)iπ

2N

]

C(i) =


1√
2
, i = 0

1, i > 0

Ôîðìóëà îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî êîñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

IDCT [i, j] =
1√
2N

C(i)C(j)
N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

DCT [i, j] cos

[
(2x+ 1)iπ

2N

]
cos

[
(2y + 1)iπ

2N

]

C(i) =


1√
2
, i = 0

1, i > 0

Äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçóåò ìàòðèöó ïèêñåëîâ ðàç-
ìåðîì NxN (â JPEG-ñæàòèè N = 8) â ìàòðèöó ÷àñòîòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ íèçêî÷àñòîò-
íûå êîìïîíåíòû ðàñïîëîæåíû áëèæå ê ëåâîìó âåðõíåìó óãëó, à âûñîêî÷àñòîò-
íûå - ñïðàâà è âíèçó.

Êâàíòîâàíèå. Ïîñëå ðàñ÷åòà DCT ñëåäóþùèé øàã âêëþ÷àåò ïîèñê è îòáðà-
ñûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ, âêëàä êîòîðûõ â ôîðìèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ìèíè-
ìàëåí. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñòàíäàðò JPEG îïðåäåëÿåò ïðîñòîé ìåõàíèçì
èìåíóåìûé êâàíòîâàíèåì. ×òîáû âûïîëíèòü êâàíòîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ DCT,
íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü èõ íà êîíêðåòíîå çíà÷åíèå (êîýôôèöèåíò êâàíòîâàíèÿ) è
îêðóãëèòü ðåçóëüòàò äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà. Îáõîä äèàãîíàëüíîé çìåéêîé.
Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ìàòðèöû ê âåêòîðó ñ 64 êîýôôèöèåí-
òàìè (0..63) Ñìûñë ýòîãî âåêòîðà � â òîì, ÷òî ìû ïðîñìàòðèâàåì êîýôôèöèåíòû
8x8 DCT â ïîðÿäêå ïîâûøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò. Ìû ïîëó÷àåì âåêòîð
îòñîðòèðîâàííûé êðèòåðèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû: ïåðâàÿ âåëè÷èíà íà
âåêòîðå (èíäåêñ 0) ñîîòâåòñòâóåò ñàìîé íèçêîé ÷àñòîòå â èçîáðàæåíèè. Ñ óâåëè-
÷åíèåì èíäåêñà íà âåêòîðå, ìû ïîëó÷àåì âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèå âûñøèì
÷àñòîòàì (âåëè÷èíà ñ èíäåêñîì 63 ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå ñàìîé âûñîêîé ÷à-
ñòîòå â áëîêå 8x8). Òàêèì îáðàçîì â êîíöå âåêòîðà, ÷òî â êîíöå áóäóò èäòè
ïîäðÿä íåñêîëüêî íóëåé, êîòîðûå õîðîøî ñæèìàþòñÿ.

Èíòåðïîëèðîâàíèå è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé. Çàäà÷à èíòåðïîëèðîâà-
íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x) â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
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îòðåçêà âîññòàíîâèòü å¼ çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà. Çàäà÷à
èíòåðïîëèðîâàíèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíû ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèÿ yk = f(xk) íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû f(x) â òî÷êàõ
xk, k = 0, 1, . . . , n è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü å¼ çíà÷åíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ. Èí-
òåðïîëèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ñãóùåíèè òàáëèö, êîãäà âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèé f(x) òðóäî¼ìêî. Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèáëèæ¼ííîé çà-
ìåíû èëè àïïðîêñèìàöèè äàííîé ôóíêöèè äðóãèìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ëåã÷å
âû÷èñëèòü. Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå H, êîãäà ôóíêöèþ f ∈ H òðåáóåòñÿ çàìåíèòü ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ϕ çàäàííûõ ýëåìåíòîâ èç H òàê, ÷òîáû îòêëîíåíèå ‖f−ϕ‖
áûëî ìèíèìàëüíûì. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ïðèáëè-
æåíèå ôóíêöèé íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â âû÷èñëèòåëüíîì àíàëèçå, íàïðè-
ìåð ïðè âûâîäå ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè
ïîñòðîåíèè ñåòî÷íûõ àíàëîãîâ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåð-
ïîëÿöèè: ïî èçâåñòíîìó íàáîðó óçëîâ {xk}nk=1 è çíà÷åíèþ ôóíêöèè f{xk} ïî-
ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî L{xk} = f{xk}

Òåîðåìà 5. Ðåøåíèåì çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí âèäà

Ln(x) =
n∑
k=0

ck(x)f(xk) (12)

è ñòåïåíü äàííîãî ìíîãî÷ëåíà n. Äàííûé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà

Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Çàìåíÿÿ ôóíêöèþ f(x) èíòåðïîëÿöè-
îííûì ìíîãî÷ëåíîì Ln(x), ìû äîïóñêàåì ïîãðåøíîñòü

rn(x) = f(x)− Ln(x),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ èíòåðïîëèðîâàíèÿ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû. Â óçëàõ èíòåðïîëèðîâàíèÿ
ïîãðåøíîñòü ðàâíà íóëþ. Ïðèâåäåì òåîðåìó îá îöåíêå èíòåðïîëèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 6. (îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ). Ñïðàâåäëèâà ôîðìó-
ëà

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x), (13)

ãäå ξ ∈ [a, b] è ω(x)−ìíîãî÷ëåí îïðåäåë¼ííûé ñîãëàñíî (3.10).
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Ñëåäñòâèå 2. Èç òåîðåìû î ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñëåäóåò îöåíêà

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)|, (14)

ãäå Mn+1 = sup
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x)− àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíè n, òî èíòåðïîëèðîâàíèå, ïðîâåä¼ííîå ïî ëþáûì òî÷êàì x0, x1, . . . , xn,
îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî, ò.å Ln(x) ≡ f(x).

Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè çàâèñèò îò âåëè÷èíû |ω(x)|, ò.å ÷åì îíà ìåíüøå, òåì
ëó÷øå áóäåò îöåíêà èíòåðïîëÿöèè, âõîäÿùóþ â îöåíêó, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü
çà ñ÷¼ò âûáîðà óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ.

Èíòåðïîëèðîâàíèå ñïëàéíàìè.Èíòåðïîëèðîâàíèå ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàí-
æà íà âñåì îòðåçêå [a, b] ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëüøîãî ÷èñëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè
÷àñòî ïðèâîäèò ê ïëîõîìó ïðèáëèæåíèþ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñèëüíûì íàêîïëåíè-
åì ïîãðåøíîñòåé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, èç-çà ðàñõîäèìîñòè ïðî-
öåññà èíòåðïîëÿöèè óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ íå îáÿçàíî ïðèâîäèòü ê ïîâûøåíèþ
òî÷íîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé, âåñü îòðåçîê [a, b]
ðàçáèâàþò íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè è íà êàæäîì èç ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ïðèáëè-
æåííî çàìåíÿþò ôóíêöèþ f(x) ìíîãî÷ëåííîì íåâûñîêîé ñòåïåíè(òàê íàçûâàå-
ìàÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ).

Îäíèì èç ñïîñîáîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà âñåì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëè-
ðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ñïëàéí-ôóíêöèé. Ñïëàéí-ôóíêöèåé èëè ñïëàéíîì íàçûâà-
þò êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [a, b] è èìåþ-
ùóþ íà ýòîì îòðåçêå íåêîòîðîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x). Ââåäåì ñåòêó

a = x0 < x1 < ... < xN−1 < xN = b

è îáîçíà÷èì fi = f(xi), i = 0, 1, ..., N.

Ñïëàéíîì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ôóíêöèè f(x) è äàííûì óçëàì {xi}Ni=0 ,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ s(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íà êàæäîì ñåãìåíòå [xi−1, xi] i = 1, 2, ..., N, ôóíêöèÿ s(x) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè;

2. ôóíêöèÿ s(x), à òàêæå åå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà
[a, b];

3. s(xi) = f(xi), i = 1, 2, ..., N.
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Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ, à ñïëàéí, îïðå-
äåëÿåìûé óñëîâèÿìè 1-3, íàçûâàåòñÿ òàêæå èíòåðïîëÿöèîííûì êóáè÷åñêèì ñïëàé-
íîì.

Òåîðåìà 7. (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñïëàéíà). Ñïëàéíîì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì äàííîé ôóíêöèè f(x) è äàííûì óçëàì {xi}Ni=1 , íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
s(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íà êàæäîì ñåãìåíòå [xi−1, xi] i = 1, 2, ..., N, ôóíêöèÿ s(x) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè;

2. ôóíêöèÿ s(x), à òàêæå åå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà
[a, b];

3. s(xi) = f(xi), i = 1, 2, ..., N.

Ëåììà 2. Äëÿ f(x) ∈ C(4)[a, b] ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖f ′′(x)− s′′h(x)‖C(ωh) ≤
3M4

4
h2. (15)

Òåîðåìà 8. Äëÿ f(x) ∈ C(4)[a, b] ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖f(x)− sh(x)‖C[a,b] ≤M4h
4, (16)

‖f ′(x)− s′h(x)‖C[a,b] ≤M4h
3, (17)

‖f ′′(x)− s′′h(x)‖C[a,b] ≤M4h
2. (18)

Àëãîðèòì "Ïðèìåíåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ â ñæàòèè èçîá-
ðàæåíèé"

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: âîññòàíîâèòü èçîáðàæåíèå ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ìåòîäîâ ïðè íàèìåíüøåé ïîòåðè êà÷åñòâà.

1. Îòêðûòèå ôàéëà;
2. Ïîëó÷åíèå RGB êàíàëîâ èçîáðàæåíèÿ;
3. Ïåðåâîä RGB êàíàëîâ â YCbCr;
4. Ðàçðåæåíèå ìàòðèö êàíàëîâ ñ êîýôôèöèåíòîì k (ò.å îñòàâëÿåì êàæäóþ

ê-òóþ òî÷êó);
5. Ïðèìåíåíèå Äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ðàçðåæåííûì ìàòðè-

öàì êàíàëîâ YCbCr;
6. Êâàíòîâàíèå êàæäîãî ïðåîáðàçîâàííîãî êàíàëà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîýô-

ôèöèåíòîì;
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7. Ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ïðåîáðàçîâàííûì êàíà-
ëàì;

8. Èíòåðïîëÿöèÿ êàíàëîâ èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà Ëàãðàíæà è ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèÿ;

9. Ïåðåâîä ïîëó÷åííûõ èçîáðàæåíèé îáðàòíî â RGB;
10. Ïîêàç ðåçóëüòàòà;
11. Ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé.
Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ñóìì

ðÿäîâ Ôóðüå, ñðåäíåå Ôåéåðà, èíòåãðàë Ôóðüå, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â îäíîì
èç ïåðâûõ àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ JPEG. Ê íåäîñòàòêàì ñæàòèÿ ïî ñòàíäàðòó JPEG
ñëåäóåò îòíåñòè ïîÿâëåíèå íà âîññòàíîâëåííûõ èçîáðàæåíèÿõ ïðè âûñîêèõ ñòå-
ïåíÿõ ñæàòèÿ õàðàêòåðíûõ àðòåôàêòîâ: èçîáðàæåíèå ðàññûïàåòñÿ íà áëîêè ðàç-
ìåðîì 8x8 ïèêñåëåé, â îáëàñòÿõ ñ âûñîêîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòîé âîçíèêà-
þò àðòåôàêòû â âèäå øóìîâûõ îðåîëîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòàíäàðò JPEG
ïðåäóñìàòðèâàåò èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôèëüòðîâ äëÿ ïîäàâëåíèÿ áëîêî-
âûõ àðòåôàêòîâ, íî íà ïðàêòèêå ïîäîáíûå ôèëüòðû, íåñìîòðÿ íà èõ âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü, ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà íåäîñòàò-
êè, JPEG ïîëó÷èë î÷åíü øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èç-çà äîñòàòî÷íî âûñîêîé
ñòåïåíè ñæàòèÿ, ïîääåðæêå ñæàòèÿ ïîëíîöâåòíûõ èçîáðàæåíèé è îòíîñèòåëüíî
íåâûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Òàêæå èññëåäîâàíî èíòåðïîëèðîâàíèå,
ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà è èíòåðïîëèðîâàíèå êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîëó÷èëè ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñ-
õîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ñäåëàí
âûâîä ÷òî ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ íå ñèëüíî îòëè÷à-
åòñÿ îò âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.
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