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ВВЕДЕНИЕ 

В математическом моделировании при разработке параллельных алгорит-

мов и программ требуется применять адаптивные алгоритмы численного анализа 

c динамической балансировкой вычислительной нагрузки между процессорами. 

Примером могут служить задачи анализа и синтеза управляемых технических 

систем, содержащих взаимодействующие объекты с сосредоточенными по про-

странству параметрами и объекты с распределенными по пространству парамет-

рами, на основе аппарата комбинированных динамических систем (КДС), т.е. ма-

тематических моделей в форме обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) и связанных с ними посредством граничных условий (ГУ) и условий связи 

(УС) уравнений в частных производных (УЧП) при соответствующих начальных 

условиях (НУ). Управляемые КДС зависят от набора вещественных параметров 

обратных связей.  В общем случае вопрос остался открытым об условиях анали-

тичности характеристического и возмущающего квазимногочленов КДС в пра-

вой комплексной полуплоскости и вблизи мнимой оси. Положительное решение 

данного вопроса позволет обосновать применение «быстрого» алгоритма про-

верки устойчивости КДС, значительно сократить трудоекость алгоритмов пара-

метрического синтеза и распараллелить их. Далее, адаптивные варианты пара-

метрического синтеза, связанные с внесением в пространство параметров опти-

мизации параметров «желаемой» частотной характерстики, могут оказаться бо-

лее эффективными для случая малой протяженности областей устойчивости в 

пространстве параметров обратных связей. В свою очередь, требуется обосно-

вать факт стабилизации нелинейной нестационарной управляемой КДС на ос-

нове параметрического синтеза по линеаризованной модели. При численном мо-

делировании влияния типовых нелинейностей и нестационарности на выходные 

функции КДС применяется проекционный метод Галеркина и «жестко устойчи-

вый» ФДН-метод, наибольшие затраты времени связаны с вычислением мат-

рицы Якоби, и требуется «быстрый» алгоритм для ее вычисления. Параллельные 

алгоритмы параметрического синтеза, связанные с независимостью вычисления 

вкладов в среднеквадратичное отклонение вещественной частотной характери-

стики проектируемой системы от «желаемой» вещественной характеристики, 

могут быть адаптированы к технологии параллельного программирования MPI 

для кластерных систем. При моделировании влияния типовых нелинейностей и 

нестационарности на выходные функции КДС представляет интерес эволюция 
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во времени не всех координат фазового пространства КДС (теоретически – бес-

конечномерного), а лишь компонент выходной вектор-функции, и теоретически 

задачи данного класса допускают эффективную программную реализацию на 

большинстве современных параллельных высокопроизводительных вычисли-

тельных систем. В свою очередь, отсутствие в современном стандарте техноло-

гии MPI «штатных» средств для динамической балансировки вычислительной 

нагрузки может быть компенсировано разработкой паттерна распараллеливания 

(MPI-MAP) с динамической балансировкой вычислительной нагрузки по схеме 

«менеджер-исполнители», реализующего этап MAP паттерна параллельной об-

работки данных MAP-REDUCE. Далее, нет исчерпывающей информации об эф-

фективности реализации параллельных алгоритмов анализа и синтеза управляе-

мых КДС на различных архитектурах параллельных вычислительных систем. 

Целью работы является: 1) обоснование применимости: a) «быстрого» алго-

ритма проверки устойчивости КДС; b) алгоритмов параметрического синтеза 

управляемых КДС, в том числе и их адаптивных вариантов; с) «быстрого» алго-

ритма вычисления матрицы Якоби; 2) создание паттерна распараллеливания MPI-

MAP с динамической балансировкой вычислительной нагрузки по схеме «мене-

джер-исполнители» и тестирование его возможностей применительно к задачам: 

a) параметрического синтеза управляемых КДС; b) численного моделирования 

влияния типовых нелинейностей и нестационарности на выходные вектор-функ-

ции нелинейных КДС; 3) исследование эффективности параллельных алгоритмов 

компьютерного моделирования управляемых комбинированных динамических 

систем на a) симметричных мультипроцессорных системах с общей памятью; b) 

кластерных системах с распределенной памятью; c) вычислительных системах с 

сопроцессорами-ускорителями вычислений Intel Xeon Phi.  

В качестве примера рассмотрена задача о стабилизации подвижного объекта 

управления (ракеты с учетом деформаций ее конструкции). 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

В первой главе рассмотрена структура математических моделей ряда со-

временные технических систем, содержащих объекты управления с сосредото-

ченными по пространству параметрами и динамически связанные с ними через 

граничные поверхности объекты управления с распределенными по простран-

ству параметрами, в форме КДС, т.е. в форме систем связанных посредством гра-

ничных условий и условий связи обыкновенных дифференциальных уравнений 
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и уравнений в частных производ-

ных при соответствующих 

начальных условиях.  Структур-

ной схеме КДС на рис. 1 с ку-

сочно-непрерывной входной век-

тор-функцией 

1
( ) ( ( ),..., ( ))

x

T
N

t x t x tx  и непре-

рывной выходной вектор-функ-

цией 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
y

T

N
t y t y ty  не-

прерывного времени t   могут, 

например, соответствовать следу-

ющие модельные уравнения 

( , , , , )y f x y h p           (1.1)  ( , , , , ),  u u x y y r          (1.2) 

( , , ) 0
S

u y            (1.3)  ( , )
S

dSh u            (1.4) 

   
0 0

(0) ,  ( ,0) ( )y y u r u r             (1.5) 

Здесь 
1 2

( , ,... ) r

r

NT

N
r r rr  – набор независимых  пространственных коор-

динат, позволяющих указать некоторую индивидуальную точку объекта с распре-

деленными по пространству параметрами, rN  – область, занятая объектом с 

распределенными по пространству параметрами, S  – граница области, 

1 2
( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , )) u

u

NT

N
t u t u t u tu r r r r  – распределенная выходная вектор-

функция, дифференциальные операторы , содержащие частные производные 

/ r , 2 2/ r  (и, возможно, более высокого порядка) по независимым простран-

ственным переменным, действуют на функции ( , )tu u r  и соответствуют урав-

нениям в частных производных, описывающим движение объектов с распределен-

ными по пространству параметрами; операторы , возможно, содержат частные 

производные / r  (и, возможно, более высокого порядка), действуют на функции 

( , )tu u r  и соответствуют граничным условиям, поставленным на границе объ-

ектов с распределенными по пространству параметрами, операторы  содержат 

производные / r  и, возможно, более высокого порядка, действуют на поля пе-

ремещений и скоростей ( , )tu r  континуальных элементов и соответствуют усло-

 
Рисунок 1 - Структурная схема управляемой КДС 
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виям связей; pNp  –параметры обратных связей; 
N

 – параметры, харак-

теризующие влияние типовых нелинейностей и возможную нестационарность (яв-

ную зависимость модельных уравнений от некоторых компонент вектора t ); точ-

кой сверху обозначено дифференцирование по времени t . Полагаем, что началь-

ные значения 
0
y , 

0
( )u r  соответствуют равновесному состоянию КДС. В равновес-

ном состоянии () 0 , 
0
Constx ,  

Далее приведены алгоритмы вычисления характеристичекого и возмуща-

ющих квазимногочленов КДС, «быстрый» алгоритм проверки устойчивости, 

аналог метода D-разбиений и методы параметрического синтеза управляемых 

КДС и параметрического синтеза семейства линеаризованных моделей КДС; при 

этом параметры «желаемой» частотной характеристики вносятся в пространство 

параметров оптимизации. Предложены адаптивные алгоритмы параметриче-

ского синтеза, более эффективные для случая малой протяженности областей 

устойчивости в пространстве параметров обратных связей. Сформулированы и 

доказаны теоремы об аналитичности характеристического и возмущающих ква-

зимногочленов КДС. В частности, для математических моделей объектов управ-

ления с распределенными по пространству параметрами, соответствующих про-

цессам теплопроводности и диффузии, динамики поддерживающих слоев вязкой 

несжимаемой жидкости, а также динамике упругих сред с диссипацией энергии, 

характеристический и возмущающий квазимногочлены КДС будут аналитиче-

скими функциями комплексного параметра преобразования Лапласа в высокоча-

стотной подобласти правой комплексной плоскости и вблизи мнимой оси. В низ-

кочастотной области аналитичность проверяется численно на основе проекцион-

ного метода Галеркина и принципа аргумента. На основе асимптотического ме-

тода многих масштабов дано обоснование стабилизации нелинейной нестацио-

нарной КДС на основе параметрического синтеза по линеаризованной модели. 

Применительно к численному моделированию переходных процессов в нелиней-

ных КДС и влиянию типовых нелинейностей на выходные вектор-функции КДС 

на основе проекционного метода Галеркина и «жестко устойчивого» ФДН ме-

тода сформулирована и доказана теорема о реализации «быстрого» алгоритма 

вычисления матрицы Якоби. В частности, матрица Якоби может быть найдена 

на основе проекционного метода Галеркина и принципа аргумента. 

Во второй главе рассмотрены паралелльные алгоритмы моделирования, 
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анализа и синтеза управляемых комбинированных динамических систем. Приве-

дено описание разработанного на основе паттерна параллельной обработки дан-

ных MAP-REDUCE и стандартных операций парного обмена MPI паттерна рас-

параллеливания MPI-MAP с динамической балансировкой вычислительной 

нагрузки на основе схемы «менеджер-исполнители». Приведены сведения о воз-

можной оптимизации параллельных алгоритмов параметрического синтеза 

управляемых КДС и параметрического синтеза семейства линеаризованных мо-

делей КДС, в том числе и предложенных в работе адаптивных вариантов. Пред-

ложен параллельный алгоритм моделирования влияния типовых нелинейностей 

и нестационарности на выходные вектор-функции КДС. 

В третьей главе рассмотрена нелинейная нестационарная комбинирован-

ная динамическая модель системы стабилизации в направлении вертикали и от-

носительно продольной оси подвижного объекта управления (ракеты с учетом 

упругих деформаций ее корпуса, рис. 2). Выполняется моделирование ошибки 

системы угловой стабилизации подвижного объекта (ракеты с учетом деформа-

ций ее корпуса), т.е. углов отклонения 
1
 подвижного объекта от вертикали, обу-

словленных возмущающей 

поперечной силой 

0 0
( ) (0, ( ), ( ))

y z

T

e e e
t F t F tF . 

 Ошибка минимизиру-

ется за счет управления 

направлением силы тяги P   

ракетного двигателя. В си-

стеме стабилизации углы от-

клонения от вертикали голов-

ной части ракеты измеряются 

пространственным гироско-

пическим стабилизатором. Ре-

зультаты измерения подаются 

на вход ПИД-регуляторам, ко-

торые, с учетом нелинейности 

типа насыщения в системе 

управления, жесткости и 

демпфирования в подвесе 
 

Рисунок 2 - Расчетная схема 
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тела 0, формируют управляющие моменты сил, разворачивающие тело 0 (т.е. ре-

активный двигатель) относительно тела 1. Ввиду громоздкости модельных урав-

нений в автореферате они не приводятся. Получены передаточные функции си-

стемы стабилизации объекта отностительно вертикали. Конкретизированы алго-

ритм параметрического синтеза системы стабилизации относительно вертикали, 

в том числе и адаптивный алгоритм параметрического синтеза семейства лине-

аризованных моделей системы стабилизации. Конкретизированы алгоритм мо-

делирования выходных вектор-функций нелинейной КДС и «быстрый» алго-

ритм вычисления матрицы Якоби. 

В четвертой главе приведены результаты численного моделирования об-

ластей устойчивости, а также результаты параметрического синтеза системы уг-

ловой стабилизации подвижного объекта управления и численного моделирова-

ния ее выходных вектор-функций. Показано, что при фиксированном значении 

характерной перегрузки выполнение параметрического синтеза по линеаризо-

ванной модели успешно компенсирует ошибки системы стабилизации и позво-

ляет стабилизировать исходную нелинейную КДС. При этом основное влияние 

на выходные вектор-функции оказывает нелинейность типа насыщения. Пока-

   

    

    
Рисунок 3 - Переходные функции                 Рисунок 4 - Выходные функции 
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зано, что в случае плавного изме-

нения характерной перегрузки в 

некотором диапазоне парметриче-

ский синтез семейства линеаризо-

ванных моделей систем стабилиза-

ции также позволяет компенсиро-

вать ошибки системы стабилиза-

ции. Для различных значений ха-

рактерной перегрузки переходные 

функции приведены на рис. 3.  При 

этом, из-за малой протяженности 

областей устойчивости в простран-

стве параметров обратных связей, 

адаптивный алгоритм алгоритм 

оказывается более эффективным. 

В свою очередь, параметрический синтез по линеаризованной модели поз-

воляет стабилизировать исходную нелинейную нестационарную КДС во всем 

диапазоне изменения перегрузок (рис. 4), а наибольшее влияние на выходные 

вектор-функции нелинейной нестационарной КДС оказывает плавное изменение 

характерной перегрузки во времени.  

В частности, применение ПИД-регуляторов позволяет стабилизировать 

объект в направлении вертикали (рис. 4, a, b), а использование ПД-регулятора – 

 
Рисунок 5 - Эффективн. распараллел. 
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Рисунок 6 – Эффективность распаралелливания вычислений 
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компенсировать медленно накаплива-

ющиеся ошибки, обусловленные типо-

выми нелинейностями (рис. 4, с). 

В пятой главе приведены ре-

зультаты исследования эффективно-

сти сокращения трудоемкости ряда ал-

горитмов, а также эффективности па-

раллельных алгоритмов  анализа и 

синтеза управляемых комбинирован-

ных динамических систем на симмет-

ричных мультипороцессорных систе-

мах с общей памятью, на кластерных 

системах с распределенной памятью с идентичными и различными характери-

стиками вычислительных узлов, а также на вычислительных системах с сопро-

цессорами-ускорителями Intel Xeon Phi. 

Установлено, что параллельный алгоритм параметрического синтеза 

управляемых КДС эффективен на симметричных мультипроцессорных ситемах 

с общей памятью (рис. 5). 

Показано, что параллельный алгоритм параметрического синтеза семей-

ства линеаризованных моделей управляемых КДС эффективен на симметричных 

 

Рисунок 7 – Эффективн. распаралл. 
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мультипроцессорных системах с общей памятью (рис. 6, a) и на кластерных си-

стемах с распределенной памятью (рис. 6, b). 

В свою очередь, паралелльный алгоритм моделирования влияния типовых 

нелинейностей и нестационарности оказывается эффективным на симметричных 

мультипроцессорных системах с общей памятью (рис. 7), на кластерных систе-

мах с распределенной памятью (рис. 8, a – кластерная система с идентичными 

характеристиками узлов; рис. 8, b – кластерная система с различными характе-

ристиками узлов) и на вычислительных системах с сопроцессорами-ускорите-

лями Intel Xeon Phi. В таблице 1 приведены данные, характеризующие эффек-

тивность распараллеливания вычислений при моделировани влияния типовых 

нелинейностей на выходные вектор-функции системы стабилизации на вычис-

лительной системе с сопроцессорами-ускорителями Intel Хeon Phi (сетка изме-

нения параметров нелинейности 9 9 9 ). 

Таблица 1 - Время моделирования влияния типовых нелинейностей, с. Кластер факуль-

тета КНиИТ и ПРЦНИТ СГУ 

Процессор, послед./парал. Тест 1 Тест 2 Тест 3 Тест 4 Тест 5 

Intel Xeon E5-2603 v2, по-

след. 
5175 5180 5169 5182 5178 

2 процессора Intel Xeon 

E5-2603 v2, OpenMP. 
673 677 674 670 673 

Сопроцессор Intel Xeon 

Phi 5110P, OpenMP 
448 445 446 452 442 

Сопроцессор Intel Xeon 

Phi 5110P, MPI 
653 636 669 642 663 

Для задач со значительными ресурсами параллелизма при относительно 

невысокой тактовой частоте и пониженном энергопотреблении один сопроцес-

сор-ускоритель Intel Xeon Phi оказывается примерно в полтора раза более эффек-

тивным, чем два четырехъядерных процессора Intel Xeon, и, по сравнению с по-

следовательной версией программы, обеспечивает ускорение примерно в 11 раз. 

При этом, как следует из представленных результатов, наиболее выгодной стра-

тегией распараллеливания вычислений внутри сопроцессора является использо-

вание потоков OpenMP. В таблице 2 приведены аналогичные данные, характери-

зующие эффективность распараллеливания вычислений при моделировании 

влияния типовых нелинейностей и нестационарности на выходные вектор-функ-

ции системы стабилизации (сетка 6 9 9 9  изменения параметров, характе-

ризующих типовые нелинейности и нестационарность). Как следует из представ-

b 



11 

ленных результатов, наиболее выгодной стратегией использования сопроцессо-

ров Intel Xeon Phi будет распараллеливание вычислений на основе потоков 

OpenMP внутри сопроцессора и на основе MPI-MAP – между сопоцессорами. 

Таблица 2 - Время моделирования влияния типовых нелинейностей и нестационарности, 

с. Кластер факультета КНиИТ и ПРЦНИТ СГУ 

Процессор, послед./парал. Тест 1 Тест 2 Тест 3 Тест 4 Тест 5 

Intel Xeon E5-2603 v2, послед. 13284 13296 13269 13299 13280 

2 процессора Intel Xeon E5-

2603 v2, OpenMP. 
2662 2660 2650 2671 2659 

Сопроцессор Intel Xeon Phi 

5110P, OpenMP 
1405 1418 1387 1392 1381 

2 сопроцессора Intel Xeon Phi 

5110P, MPI-MAP/ OpenMP 
871 899 888 860 857 

Далее, как следует из результатов, представленных в табл. 3,  при увеличе-

нии среднего числа узлов по измерению сетки мультипликативный вклад в уско-

рение паттерна MPI-MAP достаточно быстро стремится к числу используемых 

сопроцессоров (в данном случае, 2). 

Таблица 3 - Время моделирования влияния типовых нелинейностей и нестационарно-

сти, с. Кластер факультета КНиИТ и ПРЦНИТ СГУ 

Процессор, технол. распаралл. Тест 1 Тест 2 Тест 3 Тест 4 Тест 5 

Сетка 6 16 16 16  

Сопроцессор Intel Xeon Phi 

5110P, OpenMP 
5671 5634 5654 5754 5698 

2 сопроцессора Intel Xeon Phi 

5110P, MPI-MAP/ OpenMP 
2988 2969 2967 3031 3002 

Сетка 12 16 16 16  

Сопроцессор Intel Xeon Phi 

5110P, OpenMP 
11205 11278 11154 11174 11237 

2 сопроцессора Intel Xeon Phi 

5110P, MPI-MAP/ OpenMP 
5777 5809 5735 5741 5798 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Если математические модели объектов управления с распределенными по 

пространству параметрами учивывают малую, но конечную диссипацию энергии 

в сплошной среде, то в высокочастотной области характеристический и возму-

щающие квазимногочлены КДС будут аналитическими функциями в правой 

комплексной полуплоскости и вблизи мнимой оси. 

Асимптотический метод  многих масштабов позволяет отобразить КДС со 
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слабой нелинейностью и нестационарностью в семейство линейных стационар-

ных КДС. Это служит обоснованием стабилизации исходной нелинейной КДС 

на основе параметрического синтеза по линеаризованной модели. 

Параметрический синтез семейства линеаризованных КДС более эффек-

тивно выполняется на основе адаптивного варианта данного алгоритма. 

При моделировании переходных процессов в нелинейных КДС на основе 

проекционного метода Галеркина и ФДН-метода «быстрый» алгоритм вычисле-

ние матрицы Якоби реализуется на основе приемнения проекционного метода 

Галеркина к линеаризованным уравнениям возмущенного движения. 

Использование ПИД-регулятора в системе управления позволяет после па-

раметрического синтеза эффективно подавить ошибку системы стабилизации – 

углы отклонения стабилизируемого объекта от вертикали. Использование ПД-

регулятора позволяет стабилизировать угол поворота подвижного объекта отно-

сительно продольной оси и компенсировать медленное накопление ошибок за 

счет нелинейных эффектов. 

Наибольшее влияние на ошибки системы стабилизации оказывают неста-

ционарность, связанная с плавным медленным изменением характерной пере-

грузки, и нелинейность типа насыщения. 

Разработанный ранее паттерн MPI-MAP эффективен при использовании как 

небольшого, так и достаточно большого числа процессов-исполнителей, а также в 

случае использования в кластерной системе узлов с различными характеристиками. 

Параллельный алгоритм параметрического синтеза управляемых КДС эффек-

тивен на симметричных мультипроцессорных системах с общей памятью. 

Параллельный алгоритм параметрического синтеза семейства линеаризо-

ванных КДС эффективен на симметричных мультипроцессорных системах с об-

щей памятью и на кластерных системах с распределенной памятью. 

Параллельный алгоритм моделирования влияния типовых нелинейностей 

на выходные вектор-функции нелинейных КДС эффективен на симметричных 

мультипроцессорных системах с общей памятью, на кластерных системах с рас-

пределенной памятью, а также на вычислительных системах с сопроцессорами-

ускорителями Intel Xeon Phi. 


