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Введение 

Большое количество материалов, используемых в строительстве и технике, 

обладает наследственно-упругими свойствами. Поэтому проблемы наследственной 

теории упругости привлекают в последнее время особое внимание многих 

исследователей и инженеров в связи с использованием полимерных материалов и 

пластмасс в различных отраслях производства и строительной индустрии. 

Исследование волновых процессов в наследственно-упругих средах является 

весьма сложной проблемой, что связано, главным образом, со сложностью 

математической постановки динамических задач наследственной теории 

упругости. 

Сложность уравнений теории наследственной упругости, в частности для 

двухслойных пластин, не позволяет получить точные аналитические решения, и 

поэтому используются различные приближенные методы, основанные на 

приближении как исходных уравнений, так и решений. 

Целью магистерской работы является построение и исследование с 

помощью аналитических методов уравнений для двумерных составляющих в 

наследственно-упругих двухслойных пластинах. 

Задачами выполняемой работы являются: 

1) постановка трехмерной задачи о распространении нестационарных 

волн в двухслойной полубесконечной пластине, выполненной из наследственно-

упругих материалов при ударном продольном воздействии на ее торец; 

2) построение с помощью метода асимптотического интегрирования 

низкочастотных длинноволновых тангенциальных приближений трехмерных 

уравнений наследственной теории упругости; 

3)  построение с помощью метода асимптотического интегрирования 

низкочастотных длинноволновых поперечных приближений трехмерных 

уравнений наследственной теории упругости; 
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4) решение краевых задач для безмоментной и изгибной составляющих 

для случая нагрузки, симметричной по поперечной координате; 

5) анализ влияния параметров наследственности на поведение решений. 

Структура и объём работы.  Магистерская работа состоит из введения, трех 

разделов и заключения и содержит 54 страницы. Список использованных 

источников включает 36 наименований. 

Раздел 1. Постановка задачи.  

Раздел 2. Построение низкочастотных длинноволновых приближений 

трехмерных уравнений. 

Раздел 3. Решение краевых задач для двумерных составляющих напряженно-

деформированного состояния.  

Практическая значимость работы состоит в расширении области 

применимости аналитических методов исследования нестационарного 

напряженно-деформированного состояния на случай наследственно-упругих 

двухслойных пластин. 

Основное содержание работы 

Магистерская работа посвящена построению и исследованию с помощью 

аналитических методов уравнений для двумерных составляющих в наследственно-

упругих двухслойных пластинах.  

Во введении проводится обзор работ, посвящённых выбору ядра 

интегрального оператора [1-3], асимптотическим методам [4-15], методике 

построения низкочастотных длинноволновых тангенциальных и поперечных 

приближений [16, 17], определению двумерной безмоментной составляющей [18, 

19]. 

В первом разделе приводится постановка трехмерной задачи о 

распространении нестационарных волн в наследственно-упругой полубесконечной 

двухслойной пластине, подверженной ударным продольным воздействиям 

тангенциального и поперечного типов. 
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Выбирается соответствующая рассматриваемой геометрии тела декартова 

система координат, связанная со срединной поверхностью пластины. Приводятся 

трехмерные уравнения движения и соответствующие выбранной модели 

трехмерные уравнения состояния в интегральной форме.  

Начально-краевая задача дополняется граничными условиями, в 

соответствии с рассматриваемой нагрузкой: на торце задаются нормальные 

напряжения. Ударная нагрузка моделируется единичной функцией Хевисайда. 

Предполагается, что наружные поверхности пластины свободны от нагрузки, 

поэтому напряжения на них полагаются равными нулю. Условие непрерывного 

контакта задается равными перемещениями и напряжениями слоев на стыке [20]. 

 Рассматривается случай, когда оболочка находилась в состоянии покоя до 

момента приложения нагрузки, поэтому начальные условия также берутся нулевые. 

Вопрос выбора ядра наследственности для адекватного отображения 

зависимости между напряжениями и деформациями в материалах с наследственно-

упругими свойствами является одним из важных. В работах [21-29] приводятся 

различные ядра интегрального оператора для описания свойств материала. При 

решении задачи в качестве ядра интегрального оператора используется простейшее 

и в то же время достаточно общее слабосингулярное ядро Ржаницына [27]. 

Параметры для ядра Ржаницына берутся из статей [28, 35]. 

Поскольку в трехмерной постановке задача не имеет точного аналитического 

решения, то в качестве метода исследования предлагается метод асимптотического 

интегрирования, основанный на малости геометрического параметра 

относительной полутолщины пластины. 

 Второй раздел посвящен построению низкочастотных длинноволновых 

приближений трехмерных уравнений.  

Для применения метода асимптотического интегрирования в уравнения, 

начальные и граничные условия вводятся безразмерные переменные [20] и 

безразмерные параметры с учетом их интенсивностей. 
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Предполагается, что дифференцирование по безразмерным переменным и 

интегрирование не меняет асимптотический порядок неизвестных величин.  

Для случая тангенциального приближения вводятся соответствующие 

асимптотики для компонент напряженно-деформированного состояния (НДС) [15]. 

В уравнения движения и состояния подставляются выбранные асимптотики. 

Приближенные уравнения строятся с заданной точностью.  Отбрасывание членов 

порядка выбранной точности и старше в уравнениях, записанных в безразмерной 

форме, и интегрирование полученных уравнений по нормальной координате 

позволяет установить зависимость компонент НДС от нормальной координаты. 

Переход в граничных условиях к выбранным асимптотикам позволяет 

установить связь между компонентами слоев. 

Подстановка полученных зависимостей в трехмерные определяющие 

безразмерные уравнения и интегрирование полученных уравнений с учетом связи 

между компонентами слоев позволяет получить двумерные уравнения 

относительно асимптотически главных компонент НДС в случае тангенциального 

приближения. Уравнения записываются в усилиях и перемещениях срединной 

поверхности пластины. 

В случае поперечного приближения вводятся соответствующие асимптотики 

для компонент НДС [20]. 

Проводя действия, аналогичные построению тангенциальных приближений с 

учетом введенных асимптотик выводятся двумерные уравнения относительно 

асимптотически главных компонент НДС в случае поперечного приближения. 

Уравнения записываются в усилиях, моментах и перемещениях срединной 

поверхности пластины. 

Третий раздел посвящен решению выведенных во втором разделе уравнений 

для случая симметричной нагрузки на торце наследственно-упругой двухслойной 

пластины.  
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К упрощенным уравнениям добавляются соответствующие постановке 

задачи двумерные начальные и граничные условия. 

Для определения безмоментной составляющей применяется интегральное 

преобразование Лапласа по временной переменной [30]. Вводится определение 

свертки двух функций, операции умножения для операторов [31] и применяется 

теорема о свертке [32]. Подстановка найденного решения для изображения 

продольного перемещения в выражение для изображения нормального 

продольного усилия позволяет удовлетворить граничному условию в 

изображениях. 

Для обращения изображение нормального продольного усилия 

раскладывается в ряд по отрицательным степеням параметра интегрального 

преобразования и полученные ряды обращаются почленно с помощью таблиц 

интегральных преобразований Лапласа [33] и теоремы о сдвиге [34]. Решение для 

нормального продольного усилия выражается через кратные интегралы 

вероятностей [34].  

Построенные графики приведенных значений нормального продольного 

усилия относительно продольной координаты для различных значений времен и 

физико-механических свойств материалов слоев позволяют установить влияние 

параметров наследственной упругости на поведение решения. 

В случае определения изгибной составляющей ход решения аналогичен 

определению безмоментной составляющей. Ищется решение в изображениях для 

изгибающего момента. 

Для обращения изображение раскладывается в ряд по отрицательным 

степеням параметра интегрального преобразования и полученные ряды 

обращаются почленно с помощью таблиц интегральных преобразований Лапласа 

[33]. Решение для изгибающего момента выражается через специальные функции, 

определяемые через интегралы Френеля [34]. 



7 

Построенные графики приведенных значений изгибающего момента 

относительно продольной координаты для различных значений времен и физико-

механических свойств материалов слоев позволяют установить влияние параметров 

наследственной упругости на поведение решения.  

Заключение 

Проблемы наследственной теории упругости актуальны в наши дни, так как 

в строительстве и технике используются различные материалы, обладающие 

наследственно-упругими свойствами. Исследование волновых процессов в 

наследственно-упругих средах является весьма сложной проблемой. Во избежание 

сложностей произведен анализ работ, которые посвящены асимптотическим 

методам, методике построения низкочастотных длинноволновых тангенциальных 

и поперечных приближений, определению двумерной безмоментной составляющей 

и работ, в которых поднимается вопрос о выборе ядра интегрального оператора. 

В магистерской работе для построения уравнений и исследования 

нестационарного волнового напряженно-деформированного состояния в 

двухслойной пластине при ударных продольных воздействиях используются 

асимптотические методы. Рассмотрена пластина, выполненная из наследственно-

упругих материалов, для описания свойств которых в качестве ядра интегрального 

оператора используется функция Ржаницына. 

Основные результаты исследований заключаются в следующем: 

1) с помощью метода асимптотического интегрирования построены 

низкочастотные длинноволновые тангенциальные и поперечные 

приближения трехмерных уравнений наследственной теории 

упругости; 

2) решены краевые задачи для безмоментной и изгибной составляющих 

для случая нагрузки, симметричной по поперечной координате; 

3) произведен анализ влияния параметров наследственности на поведение 

решений. 
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Выведенные приближенные уравнения могут быть использованы для 

исследования процессов распространения нестационарных волн в конечных, 

полубесконечных и бесконечных двухслойных наследственно-упругих пластинах. 

Результаты исследований опубликованы в статье [36]. 
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