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Введение. Достаточные условия однолистности регулярных функций

появились сначала при исследовании необходимых условий однолистности.

Объясняется это тем, что в подклассах однолистных функций, выделяемых

некоторыми достаточными признаками, сравнительно легко разрешимы зада-

чи, трудные для всего класса однолистных функций. Так, например, проблема

коэффициентов для регулярных однолистных в круге E = {z : |z| < 1} функ-

ций

f(z) = z + a2z
2 + ...

полностью решена в подклассах выпуклых и звездообразных функций, а в

общем случае решение еще не получено, хотя и имеются результаты, близкие

к окончательным.

После условий выпуклости и звездообразности, выведенных в начале

XX века, были найдены условия спиралеобразности (Шпачек), условие с огра-

ничением на аргумент производной (Вольф, Носиро, Варшавский) и различ-

ные условия по поведению коэффициентов ряда Тейлора (Одзаки). Эти усло-

вия были получены в 30-е годы.

Интерес к достаточным условиям однолистности, как к самостоятель-

ному направлению в геометрической теории функций, наметился в 50-е годы.

Такое положение было вызвано потребностью в достаточных признаках при

исследовании однолистности различных функций, их усреднений, структур-

ных формул, интегралов Коши и Шварца, решений краевых задач, в особен-

ности прикладных обратных краевых задач. С этого времени широким ста-

новится «спектр» методов: Нехари и В.В. Покорный связали однолистность с

неколеблемостью решений дифференциальных уравнений, Каплан и Умедзава

использовали топологические методы и римановы поверхности, Б.Н. Рахма-

нов применил метод семейств линий, И.Е. Базилевич показал возможности

уравнений Левнера — Куфарева для получения новых классов однолистных

функций, В.А. Зморович, В.С. Рогожин, Л.А. Аксентьев использовали теорему
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Вейерштрасса о среднем и исследовали применимость элементарных методов,

в частности, для функций, непрерывных в замкнутых областях.

На сегодняшний день широко развивается направление в геометриче-

ской теории функций комплексного переменного, связанное с достаточными

условиями однолистности аналитических функций. По методам исследований

и по богатству приложений эта область геометрической теории функций яв-

ляется весьма перспективной.

Актуальность работы определяется тем, что в настоящее время цен-

тральное место в исследованиях различных семейств функций, регулярных в

заданных областях занимает получение всевозможных необходимых и доста-

точных условий однолистности функций и изучение влияния свойств одно-

листности на другие свойства функции.

Цель работы - выяснить, при каких условиях функция (семейство функ-

ций) будет однолистна в рассматриваемом классе K(m, γ) и подклассе S клас-

са A.

Для достижения цели необходимо решить следующие задачи:

1) определить класс функций K(m, γ), регулярных в единичном круге D и

удовлетворяющих в нем условиям однолистности;

2) исследовать ряд функций на принадлежность классу K(m, γ);

3) определить класс функций A, аналитических и однолистных в открытом

единичном круге;

4) исследовать ряд функций на принадлежность подклассу S класса A.

Работа состоит из введения; основной части, которая в свою очередь

состоит из 4 разделов; заключения; списка использованных литературных ис-

точников, состоящего из 29 наименований.

В первом разделе работы вводится понятие класса K(m, γ) и рассмат-

ривается пример построения интегрального представления функции данного

класса.

Во втором и третьем разделах вводится понятия класса A и подклас-
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са S, и устанавливается принадлежность интегрального оператора(семейства

интегральных операторов) подклассу S класса A.

В четвертом разделе рассматриваются дополнительные примеры постро-

ения функций в ранее определенных классах.

Основное содержание работы. Пусть K(m, γ), Rem > 0, 0 ≤ γ ≤ 1,-

класс функций f(z) = z + a2z
2 + ..., регулярных в круге D = {z : |z| < 1}, и

удовлетворяющих в нем условиям

f(z)

z
f
′
(z) 6= 0, (1.1)

θ2∫
θ1

Re

[
1 +

zf
′′
(z)

f ′(z)
+ (m− 1)

zf
′
(z)

f(z)

]
dθ > −γπ, (1.2)

z = reiθ, 0 < r < 1, θ1 < θ2

Наряду с функцией f(z) ∈ K(m, γ) рассмотрим функцию

ga,m = [m(a+ 1)z−am
z∫

0

ta
m−1fm(t)dt]−1/m, a ≥ 0, (1.3)

где под ga,m(z) понимается та ветвь, которая имеет разложение

ga,m = z + b2z
2 + ..., |z| < 1.

Установим принадлежность функции ga,m классу K(m, γ).

Теорема 1.1 Пусть f(z) ∈ K(m, γ), Rem > 0, 0 ≤ γ ≤ 1. Тогда при

любом a ≥ 0 функция ga,m(z) ∈ K(m, γ).

Подобную теорему можно доказать и для класса функций, который ис-

следовался, в частности Ю.Д. Максимовым [21],[22].

Пусть S(γ), 0 ≤ γ ≤ 1, - класс функций f(z) = z+a2z
2+ ... , регулярных

в D и удовлетворяющих в нем условиям:

f(z)

z
6= 0; (1.17)
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∫ θ2

θ1

Re (zf
′
(z)/f(z))dθ > −γπ,

z = reiθ, 0 < r < 1, θ1 < θ2. (1.18)

Аналогично, установим принадлежность функции ga,1(z) классу S(γ).

Теорема 1.2 Пусть f(z) ∈ S(γ), 0 ≤ γ ≤ 1. Тогда при любом a ≥ 0

функция ga,1(z) ∈ S(γ).

Перейдем ко второй части представленной работы.

Обозначим через A - класс функций вида

f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k,

которые являются аналитическими в открытом единичном круге

U = {z : z ∈ C, |z| < 1}

и удовлетворяют следующему условию нормировки:

f(0) = f
′
(0)− 1 = 0,

где C- множество комплексных чисел. Обозначим через S подкласс класса A,

состоящий из функций, которые однолистны в U .

Определим два интегральных оператора:

Fn(f, g)(z) =

(
n∑
i=1

1

γi

∫ z

0

t−1
n∏
i=1

(fi(t)e
gi(t))

1
γi dt

) 1
n∑
i=1

γi

(2.1)

Gn(f, g)(z) =

(
β

∫ z

0

tβ−1
n∏
i=1

(
f
′

i(t)e
gi(t)
)αi

dt

) 1
β

(2.2)

Выведем для каждого из интегральных операторов достаточные условия

однолистности, предварительно сформулировав теорему, которая была пред-

ставлена в работе N.Pascu в [26].

Теорема 2.1. Достаточное условие однолистности. Пусть β - комплекс-

ное число, Re β > 0 f ∈ A. Если
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1− |z|2Reβ

Re β

∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U.

Тогда интегральный оператор

Fβ(z) =

(
β

∫ z

0

tβ−1f
′
(t)dt

) 1
β

∈ S.

Теорема 2.2. Достаточное условие однолистности для интеграла

Fn(f ,g)(z). Пусть γi - комплексное число, γi 6= 0,
n∑
i=1

1

γi
и Mi, Ni - веще-

ственные положительные числа для ∀i ∈ 1, 2...n. Кроме того, пусть функции

fi, gi ∈ A удовлетворяют условиям∣∣∣∣zf ′i(z)

fi
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, |gi| ≤ Ni, z ∈ U, (2.3)

для ∀i ∈ 1, 2...n. Если ∣∣∣∣zg′i(z)

gi

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U, (2.4)

и

Re β ≥
n∑
i=1

Mi +Ni

|γi|
(2.5)

для ∀i ∈ 1, 2...n. Тогда интегральный оператор Fn(f, g)(z) ∈ S.

Теорема 2.3 Достаточное условие однолистности для интеграла

Gn(f ,g)(z). Пусть αi, β - комплексные числа, Re β > 0 и Mi, Ni - веществен-

ные положительные числа и ∀i ∈ 1, 2...n.

Кроме того, пусть функции fi(z), gi(z) ∈ A удовлетворяют условиям∣∣∣∣zf ′′i (z)

f
′
i(z)

∣∣∣∣ ≤Mi, z ∈ U, |gi| ≤ Ni ∈ U, (2.7)

для ∀i ∈ 1, 2...n.

Если ∣∣∣∣zg′i(z)

gi(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U, (2.8)

и

Re β ≥
n∑
i=1

|αi|(Mi + 2Ni) (2.9)
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для ∀i ∈ 1, 2...n. Тогда интегральный оператор Gn(f, g)(z) ∈ S.

В третьей части работы обобщим условия однолистности для семейства

интегральных операторов.

Введем три семейства интегральных операторов, которые были пред-

ставлены N. Breaz и D. Breaz в работах [27], [28], [29].

Fα1,α2,...αn,β(z) =

β z∫
0

tβ−1
n∏
i=1

(
fi(z)

z

) 1
αi

dz

 1
β

(3.1),

Gα1,α2,...αn(z) =

( n∑
i=1

(αi − 1) + 1

) z∫
0

n∏
i=1

(fi(z))αi−1dz

 1
n∑
i=1

(αi−1)+1)

(3.2),

Hα1,α2,...αn,β(z) =

β z∫
0

tβ−1
n∏
i=1

(
fi(z)

z

)αi
dz

 1
β

(3.3),

Исследуем условия однолистности для каждого из них.

Теорема 3.1 Достаточное условие однолистности для семейства

интегралов Fα1,α2,...αn,β(z). Пусть функции fi ∈ A(i ∈ 1...n) и αi, βi-комплексные

числа с Re β > 0 для ∀i = 1...n. Если

(a) 4
n∑
i=1

1

|αi|
≤ Re β, Re β ∈ (0, 1)

или

(b)
n∑
i=1

1

|αi|
≤ 1

4
, Re β ∈ [1,∞),

то функция Fα1,α2,...αn,β(z) ∈ S.

Теорема 3.2 Достаточное условие однолистности для семейства

интегралов Gα1,α2,...αn
(z). Пусть функции fi ∈ A(i ∈ 1...n) и αi, βi-комплексные
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числа и для ∀i = 1...n, β =

(
n∑
i=1

(αi − 1) + 1

)
и Re β ≥ 0. Если

(a) 4
n∑
i=1

|αi − 1| ≤ Re β, Re β ∈ (0, 1)

или

(b)
n∑
i=1

|αi − 1| ≤ 1

4
, Re β ∈ [1,∞),

то функция Gα1,α2,...αn(z) ∈ S.

Теорема 3.3 Достаточное условие однолистности для семейства

интегралов Hα1,α2,...αn,β(z). Пусть функции fi ∈ A(i ∈ 1...n) и αi, β-комплексные

числа с Reβ > 0 для ∀i = 1...n. Если

(a) 4
n∑
i=1

|αi| ≤ Re β, Re β ∈ (0, 1)

или

(b)
n∑
i=1

|αi| ≤
1

4
, Re β ∈ [1,∞),

то функция Hα1,α2,...αn,β(z) ∈ S.

В четвертой части работы представлены дополнительные примеры по-

строения функций в ранее определенных классах.

Теорема 4.1 Пусть функция f(z) ∈ K(m, γ), Rem > 0, 0 ≤ γ ≤ 1,

причем выполняется условие

θ2∫
θ1

Re z

[
(m+ 1)f ′(z)g′(z)

f ′(z) + f(z)g′(z)
+
f(z)(g′′(z) + g′2(z))

f ′(z) + f(z)g′(z)
−

− f ′′(z)f(z)g′(z)

(f ′(z) + f(z)g′(z))f ′(z)

]
dθ > 0, (4.1)

Тогда функция ϕ(z) = f(z)eg(z) ∈ K(m, γ).
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Теорема 4.2 Пусть am - комплексное число, am 6= 0, Mi - веществен-

ное положительно число для ∀i = 1, 2...n. Кроме того, пусть функция f(z)

удовлетворяет условию ∣∣∣∣ zmf(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤Mi, (4.2)

для ∀i = 1, 2...n. Если

Re am ≥ Mi

am
, (4.3)

для ∀i = 1, 2...n. Тогда интегральный оператор

J(z) =

am z∫
0

ta
m−1ϕ′(t)dt

 1
am

∈ S.

Заключение. Подводя итоги данного исследования, можно сказать о

том, что поставленные цели и задачи были выполнены, т.е. были определе-

ны классы K(m, γ) и A, получены условия, при которых различные функ-

ции будут однолистны в данных классах, а также, самостоятельно построены

дополнительные примеры функций и установлена их принадлежность ранее

определенным классам.

В заключении хочется отметить, что тема исследования достаточных

условий однолистных функций актуальна и крайне важна, так как теория од-

нолистных функций занимает центральное место в геометрической теории

функций комплексной переменной и является основополагающей в теории

конформных отображений.
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