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ВВЕДЕНИЕ 

 

Целью выпускной квалификационной работы ставится аналитическое 

нахождение собственных функций эволюционного оператора (оператора 

Перрона-Фробениуса), соотносимого с одномерными кусочно-линейными 

отображениями. Таким образом, объектом исследования в работе являются 

одномерные хаотические отображения, а предметом исследования являются 

спектральные свойства эволюционного оператора. 

Задачи работы: 

1. Получение аналитических решений для собственных функций и 

собственных чисел оператора Перрона-Фробениуса для многозвенных хао-

тических отображений. 

2. Выявление особенностей решения спектральной задачи для опе-

ратора Перрона-Фробениуса в зависимости от четного или нечетного числа 

ветвей отображения. 

Актуальность решения подобных задач обусловливается разнообраз-

ным применением хаотических отображений для моделирования хаотиче-

ских процессов различной природы (в математике, физике, информатике, 

экономике), причем знание решения спектральной задачи позволяет оценить 

такие характеристики хаотического процесса, как скорость установления ин-

вариантного состояния в динамической системе, описываемой соответст-

вующим разностным уравнением (отображением), скорость расцепления 

корреляций в такой системе [1-11]. Последнее важно, например, для грамот-

ного построения датчиков псевдослучайных чисел с различным вероятност-

ным распределением, использования хаотических отображений в задачах ко-

дирования информации. 

Структура работы. В первой главе работы характеризуются траектор-

ный и вероятностный подходы к изучению динамики хаотических отображе-

ний.  

Во второй главе вводится определение оператора Перрона-Фробениуса, 

демонстрируются его основные свойства и формулируется общий алгоритм 

нахождения полиномиальных собственных функций оператора. 

В третьей главе посредством сочетания аналитических и численных 

методов рассчитываются собственные числа и собственные функции опера-

тора Перрона-Фробениуса для многозвенных отображений для случаев чет-
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ного и нечетного числа полных ветвей кусочно-линейного отображения. Ре-

зультаты решения сравниваются с решениями спектральной задачи для соот-

ветствующих инвертированных отображений. 

Защищаемые научные положения (новизна). В качестве выносимых 

на защиту научных результатов выносятся найденные решения спектральной 

задачи для оператора Перрона-Фробениуса и сравнительный анализ вешения 

для различных модификаций кусочно-линейного отображения.  

Кусочно-линейные и некоторые нелинейные отображения являются 

простейшими дискретными динамическими системами, демонстрирующих 

хаотическое поведение, в силу чего они стали своеобразным «полигоном» 

для апробации аналитических и численных методов исследования более 

сложных хаотических динамических систем. 

 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

 

 

 

Объект исследования – многозвенные хаотические отображения вида 

(рисунок 1): 
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Рисунок 1. Многозвенное пилообразное отображение с четным 

числом ветвей (число ветвей g=6) 
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Определение оператора Перрона-Фробениуса 

 

 

 

Для многозвенного отображения с четным числом g ветвей: 

 

 

 

 

 

Собственные функции и собственные числа определяются соотноше-

нием: 

 

 

 

Здесь n  - собственные числа оператора,  n  - собственные функции операто-

ра. Высшие собственные функции оператора Перрона-Фробениуса ортого-

нальны характеристической функции единичного отрезка 

 

 

 

 

Нахождение собственных функций оператора Перрона-Фробениуса 

в виде полиномов 

 

 Будем искать собственные функции в виде: 
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 Четное число ветвей. В случае четного числа ветвей отображения 

возникает два решения – четных и нечетных (по порядку) собственных 

функций и чисел: 

 

Нумерация собст-

венных функций 

Собственная функция Собственное 

число 

 

 

 

  

 

 

  

 

Функции выражаются через полиномы Бернулли )(xBn  и Эйлера )(xEn . Гра-

фики четных и нечетных собственных функций представлены на рисунках 1 

и 2 , соответственно. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1. 2-я, 4-я и 6-я собственные функции в случае четного числа ветвей отображения 
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Рисунок 2. 3-я, 5-я и 7-я собственные функции в случае четного числа ветвей отображения 

 

 Нечетное число ветвей. Выражения для собственных функций и чисел 

представлены в таблице: 

 

Нумерация собст-

венных функций 

Собственная функция Собственное 

число 

 

 

 

  

 

 

  

 

Графики представлены на рисунках 3 и 4. 

 

0,2,4n  

1
n ng
 

1,3,5n  

       2 2 2 1 0,1n n nx B x nE x x    

1

1



nn

g
       2 2 1 0,1n n nx a B x b E x x       



 7 

 

 

Рисунок 3. 2-я, 4-я и 6-я собственные функции оператора Перрона-Фробениуса в случае 

нечетного числа ветвей отображения 

 

 

 

 

Рисунок 3. 3-я, 5-я и 7-я собственные функции оператора Перрона-Фробениуса в случае 

нечетного числа ветвей отображения 

 



 8 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Собственные функции оператора Перрона-Фробениуса для многозвен-

ных отображений с четным числом ветвей с четными номерами независимо 

от числа ветвей отображения являются линейной комбинацией полиномов 

Бернулли и Эйлера. Функции с нечетными номерами образуют нуль-

пространство оператора Перрона-Фробениуса для этих отображений. 

В случае пилообразного отображения с нечѐтным числом участков мо-

нотонности собственными функциями оператора Перрона-Фробениуса явля-

ются (независимо от числа ветвей) линейные комбинации полиномов Бер-

нулли и Эйлера: 

       2 2 1 0,1n n nx a B x b E x x        , 0,1,2,n   , 

здесь a  и b  – произвольные константы. В частном случае это соответствует 

выражению 

       2 2 2 1 0,1n n nx B x nE x x     . 

В случае нечетного числа ветвей собственные функции прямого и ин-

вертированного отображений совпадают, как четные по номерам, так и не-

четные. Однако, из-за кратности собственных чисел в первом случае, линей-

ная комбинация четных и нечетных по номерам функций тоже будет собст-

венной функцией. В случае же четного числа ветвей функции из нуль-

пространства (нечетные по номерам) совпадают, а четные отличаются знаком 

в линейной комбинации составляющих их полиномов Бернулли и Эйлера. 

Это различие в знаке, используя известное свойство полиномов Бернулли и 

Эйлера, 
 

     1 1
n

n nB x B x   ,      1 1
n

n nE x E x   ,  

 

можно записать так: 
 

   , , 1n fi n fx x   , 

 

где 2,4,6n  ,  ,n f x  – собственные функции исходного, а  ,n fi x  – инверти-

рованного отображений. 



 9 

 

Список использованных источников 

 
1. Лихтенберг А., Либерман М. Регулярная и стохастическая динамика. М. : Мир, 

1984. 528 с. 

2. Шустер Г. Детерминированный хаос. Введение. М. : Мир, 1988. 240 с. 

3. Пригожин И., Стенгерс И. Время, хаос, квант. К решению парадокса времени.Изд. 

8. М. : Эдиториал УРСС, 2011. 240 с.  

4. Данилов Ю. А. Лекции по нелинейной динамике. Элементарное введение. М. : По-

стмаркет, 2001. 184 с. 

5. Кузнецов С. П. Динамический хаос. М. : Физматлит, 2006. 295 с. 

6. Малинецкий Г.Г., Потапов А. Б. Нелинейная динамика и хаос: основные понятия. 

Изд. 3.  М. : URSS, 2011. 240 с. 

7. Аникин В.М., Голубенцев А.Ф. Аналитические модели детерминированного хаоса. 

М. : ФИЗМАТЛИТ, 2007. 328 с. 

8. Аникин В.М., Аркадакский С.С., Ремизов А.С. Несамосопряженные операторы в 

хаотической динамике. Саратов: Изд-во Сарат. ун-та, 2015. 96 с. 

9. Аникин В.М. Статистические характеристики отображения И.М. Акулиничева // 

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия Физика. 2015. Т. 15, вып. 

2. С. С. 38-48. 

10. Аникин В.М., Муштаков А.В. Автокорреляционная функция орбит кусочно-

линейного хаотического отображения общего вида // Гетеромагнитная микроэлек-

троника. 2014. № 17. С. 12-23. 

11. Аникин В.М., Ремизов А.С., Муштаков А.В. Автокорреляционные свойства хаоти-

ческих процессов при нелинейных преобразованиях // Компьютерные науки и ин-

формационные технологии : Материалы междунар. Науч. конф. 30 июня – 3 июля 

2014 г.  – Саратов : Издат. Цент «Наука», 2014. С. 30-33. 

 


