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Введение 

 

Актуализация работы. Синтез многомерных хаотических 

отображений, обладающих равномерной инвариантной плотностью, может 

рассматриваться как продолжение задачи о генерировании равномерно 

распределенных псевдослучайных величин в заданной области сложной 

формы – внутри или на поверхности некоторого пространственного объема 

(например, шара, эллипсоида, конуса, тела, имеющего форму падающей 

капли и т.д.). Решение этой задачи до настоящего времени является 

актуальным для теоретических и прикладных исследований – численных 

методов (в частности, численного интегрирования методом Монте-Карло, 

нахождение максимума функций многих переменных посредством 

вычисления значений функции в произвольно выбираемых точках), 

компьютерной графики, математического моделирования в интегральной 

геометрии и для технических приложений, моделирования поверхностных 

рельефов, кодирования информации и т. д. [1–15]. 

При синтезе трехмерных отображений одна категория трехмерных 

отображений может быть сведена к полной или частичной форме 

отображений Курно, т.е. в виде совокупности независимости отображений в 

плоской области от отображения по и если область, в которой действует 

отображение, допускает возможность независимого функционирования 

компонент отображения. Примерами таких отображений могут служить 

отображения, реализующиеся, например, в цилиндрических областях.  

Вторая категория трехмерных отображений, изначально заданных на 

области с более сложными границами, предполагает последовательное 

определение компонент отображения в этой области, исходя из условия 

равномерности распределения точек в этой области, т.е. представление 

трехмерного распределения в виде произведения трех вероятностных 

плотностей – безусловной (для первой координаты), условной для второй 

координаты( при условии, что первая координата приняла некоторое 

конкретное значение) и условной для третьей координаты (при условии, что 

первая и вторая координаты приняли определенные значения). Реализация 

этого принципа в прямоугольных и криволинейных координатах имеет 

некоторые отличия. 



Цель выпускной квалификационной работы – построение 

трехмерных хаотических отображений, действующих в объемных областях 

(шаре, эллипсоиде, цилиндре, других объектов, образованных вращением 

фигур).  

Отличительной особенностью построенных новых отображений 

является то, что они  непосредственно могут использоваться как 

итерационные датчики равномерного распределения в трехмерных 

областях. В этом качестве они могут быть использованы как основной 

инструмент при имитационном моделировании при решении 

вычислительных задач методом Монте-Карло, а также при решении 

физических задач, связанных с моделированием поверхностей случайной 

структуры (например, в эмиссионной электронике), а также при кодировании 

информации. Этим обстоятельством определяется актуальность работы.  

Защищаемые результаты – новые хаотические отображения в 

трехмерных областях.  

 

Структура работы. В главе 1 выпускной квалификационной работы 

рассматриваются общие идеи, лежащие в основе метода получения 

распределений случайных объектов в трехмерных областях, основанных на 

теореме умножения вероятностных распределений, аффинных 

преобразованиях, свойствах отображений Курно. В главе 2 проводится 

синтез отображений, генерирующих случайные точки в двумерных и 

трехмерных областях – круге, эллипсе, шаре, эллипсоиде, фигурах вращения. 

В главе 3 представлены результаты моделирования случайных точек на 

базе отображений Курно и комбинированных отображений. 
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Основные результаты 

1. Результат моделирования хаотического отображения в круге 

(рисунок 1). 

Формулы моделирования: 
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Рисунок 1. Хаотическое отображение точек в круге. 

 

 

2. Результат моделирования хаотического отображения в шаре 

 

Формулы моделирования. Хаотические отображения для угловых 

координат точки в сферической системе координат записываются в форме: 
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Итерационная процедура изменения полярного радиуса: 
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Результат моделирования равномерно распределенных точек в шаре показан 

на рисунке 2. 

 



 

Рисунок 2. Хаотическое отображение точек в шаре 

 

 

3. Результаты построения хаотических отображений типа Курно 

 

Рассмотрим случай, когда трехмерная область является прямой 

призмой (ее ребра перпендикулярны плоскому основанию). Частными 

случаями такой призмы могут быть куб, параллелепипед, треугольная 

призма, многогранные призмы (симплекс в основании). Эти фигуры можно 

рассматривать как образованные смещением некоторой плоской фигуры 

(основания) перпендикулярно плоскости, в которой она расположена. В 

этом случае можно последовательно решать несвязанные задачи о 

равномерном распределении точки на плоскости и равномерном 

распределении точки по вертикальной координате. 

Отображение области цилиндра (рисунок 3). Совместная плотность 

распределения координат случайной точки в области цилиндра (рисунок 9) 
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моделируется как равномерно распределенная случайная величина: 

hZ  , где   - псевдослучайная величина с равномерным распределением 



на единичном интервале. Точка (X,Y) в сечении constz  равномерно 
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Рисунок 3. Цилиндрическая область 

Отображение области параллелепипеда. Моделирование точки 

(X,Y,Z) параллелепипеда с геометрическими размерами a, b, c 

( czbyax  0,0,0 ) распадается на независимое моделирование 

независимых равномерно распределенных величин  cZbYaX  ,, , 

где  ,,  - независимые псевдослучайные величины с равномерным 

распределением на единичном интервале. 

 

Отображение области прямой треугольной призмы. Координата Z 

моделируется в треугольной прямой призме (рисунок 4) как равномерно 

распределенная величина hZ  , где   - псевдослучайная величина с 

равномерным распределением на единичном интервале. Точка (X,Y) в 

сечении constz  равномерно распределена в треугольнике, имеющем 

параметры треугольника основания. 

 Аналогично происходит моделирование случайной точки в призме, 

основанием которой служит многогранник. 

 
Рисунок 4. Треугольная призма 



Заключение 

 

 В работе предложены алгоритмы отображений трехмерных областей 

сложной формы, обладающих равномерным инвариантным распределением. 

В частности, построены трехмерные хаотические отображения, действующих 

в таких объемных областях, как шар, эллипсоид, цилиндр, другие объекты, 

образованных вращением двумерных образующих фигур.  

Отличительной особенностью построенных отображений является то, 

что они могут быть построены в «замкнутой» форме (без обращения к 

внешним генераторам псевдослучайных чисел) и непосредственно могут 

использоваться как итерационные датчики равномерного распределения в 

трехмерных областях. При этом вид отображений, обладающих одной и той 

же инвариантной плотностью, может быть различен и выявляться согласно 

дополнительным критериям – например, обеспечивать определенный вид вид 

автокорреляционной функции реализаций этих отображений. 

Построенные отображения дополняют «коллекцию» дискретных 

систем, демонстрирующих хаотическое поведение, а также могут быть 

полезны как основной инструмент при имитационном моделировании при 

решении вычислительных задач методом Монте-Карло, а также при решении 

физических задач, связанных с моделированием поверхностей случайной 

структуры (например, в эмиссионной электронике), а также при кодировании 

информации корпоративной значимости и частной переписки. 
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