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В 1914 году было выведено знаменитое уравнение Орнштейна-Цернике 

для прямой корреляционной функции. Все уравнения были записаны для 

случая разреженных систем: газов и простых жидкостей, что не позволяло 

применить их для случая жидкостей вблизи точки кристаллизации и для 

кристаллов. При рассмотрении непрямой корреляционной функции для 

твердых сфер представляется возможным записать оператор, который будет 

отвечать за опосредованное воздействие одной частицы на другую через 

третью. В результате изучения непрямой корреляционной функции был 

определен оператор дальней корреляции (ОДК). В данной работе речь идет о 

нахождении параметров собственных функций оператора дальней корреляции в 

статистической системе твердых сфер.

Целью работы является определение параметров собственных функций 

оператора дальней корреляции.

Задачи работы:

1. Анализ уравнения для непрямой корреляционной функции и 

определение оператора дальней корреляции.

2. Определение действительных собственных функций оператора 

дальней корреляции.

3. Вывод уравнения для параметров собственных функций оператора 

дальней корреляции.

4. Разработка алгоритма и расчёт параметров собственных функций 

ОДК.

Работа состоит из введения, двух глав, заключения и списка литературы. 

В первой главе представлен вывод уравнения для параметров собственной 

функции, а вторая глава посвящена нахождению параметров.



Первая глава посвящена оператору дальней корреляции и параметрам 

собственной функции(ОДК), а также анализу уравнения для непрямой 

корреляционной функции. Рассмотрим парную корреляционную функцию:

W2(1,2) = F2( 1 , 2 ) - F 1(1)-F1(2), (1)

-  Ф(1,2)
F2( 1,2) * е  кт F1( l ) - F 1 (2), (2)

где -  это потенциал взаимодействия 

Если заменить в (2) F2 ( 1 - 2 ) , то получаем

двух частиц.

-  Ф(1,2)
Щ ( 1,2) = (е кт -  О Д (1) ■ ^ (2 ) . (3)

-  Ф (1 ,2 )

( 1 - 2 ) = (е хт — 1 ) -  функция Майера.

Пусть

W Z i
^ i( l)  1 Рг(Т) ^ ’ h (4)

Делим (4) на 1 ) ■ 2 ) , получаем

тШк= тШк —1 = F (1 ■ 2) - 1 = w  ( 1  2) -(ко рреля ц ия) (5 )

В 1914 году Леонард Орнштейн совместно с Фрицем Цернике вывели 

одноимённое уравнение. Уравнение Орнштейна - Цернике -  это интегральное 

уравнение статистической механики для определения прямой корреляционной 

функции.[3] Оно описывает, как может быть рассчитана корреляция между 

двумя молекулами, в частности, корреляция плотности между двумя точками. 

Можно получить уравнение Орнштейна-Цернике из следующих эвристических 

соображений. Удобно ввести полную корреляционную функцию:

ИЧ1.2) = F( 1,2) -  1, (6)
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которая является мерой для «воздействия» молекулы 1 на молекулу 2, 

расположенную на расстоянии г ( 1,2 ) от первой, в системе с радиальной 

функцией распределения F ( 1,2 ) . В 1914 году Орнштейн и Цернике предложили 

разделить это влияние на два вклада: прямой и косвенный. Прямой вклад по 

определению задается прямой корреляционной функцией, обозначаемой С ( 1,2 ) . 

Косвенный вклад связан с влиянием молекулы 1 на третью молекулу 3, которая, 

в свою очередь, влияет на молекулу 2 непосредственно. Такое опосредованное 

воздействие умножается на плотность и усредняется по всем возможным 

положениях координаты молекулы 3. Математически это можно записать в 

виде формулы:

1,2) = С(  1,2) + n j  d3W(l ,3 )^ (3 ) С(2,3), (7)

которая и называется уравнением Орнштейна - Цернике.

Тогда полная корреляция , где это прямая

корреляционная функция, а G( 1,2 ) непрямая корреляционная функция[4]. 

Благодаря уравнению Орнштейна -  Цернике, был разработан формализм 

прямой корреляционной функции, который стал основным методом 

генерирования нелинейных интегральных уравнений для бинарной функции 

распределения систем ансамбля Гиббса. Мы будем рассматривать непрямую 

корреляционную функцию.

Запишем уравнение для непрямой корреляционной функции:

12ц
г 1~г г 1 1

д(г) — 0(1 — г) I s ds 2rg(s)  — 0(2 — г) I ds g(s) — [1 — (г — s)2] 
J  0 ‘V - l l  ^

r + 1
+ 0(2 — r) j  

+ 0 (r — 2)
J r - 1

d s g { s ) - [  1 -  ( r - s ) 2]

r + 1
d s g { s ) - [  1 -  ( r - s ) 2]

= 0(2 -  r)(p(r) + NL{g], (8 )
3



где q -  безразмерная плотность, имеющая смысл числа сфер в объеме сферы, 

N L {д } -  нелинейный функционал неизвестной функции.

Рассмотрим уравнение при г > 2 , в этом случае в уравнении (8) 2 и 3 

слагаемого не будет, тогда получаем

1 Cr+1 1
—  д(г) + 6(2 -  г) ds g(s) -  [1 -  (г -  s )2] = NL{g}
12ц Jr_1 2

Линейный оператор этого уравнения в названной области имеет вид

СО

[1 — (г — s)2]0(r + 1 — s)0(s — г + 1 )g(s)ds,  (9)
о

где выражение 6q [ 1 — (г — s) 2 ] 6 (г + 1 — s) 6 (s — г + 1 ) -  ядро оператора. 

Тогда

Jh СО

K(r,s)g(s)ds  = 0, г > 2  (10)
о

где ядро интегрального оператора.

-  оператор симметричный, действительный, а значит он

эрмитов.

Собственные функции этого оператора имеют вид W ( г) = еЯг, где Я -  параметр 

собственной функции. Подстановка W(г) в (10) даёт уравнение для параметра 

Я. —— Я3 + AchA —  shA = 0, (11)
24ц

Это уравнение имеет счетное множество комплексных решений, 

являющихся функциями плотности. Собственные функции соответствует 

значению параметра

-  ak+ibk- (12)
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Поскольку искомая функция убывает на бесконечности, из всех корней 

следует выбрать решения в виде Лк = — ак+ i b к .

Переходя к действительным параметрам, получаем систему уравнений:

Численное решение этой системы позволяет найти значения ак и bк. 

Алгоритм программы.

Рассмотрим алгоритм программы для нахождения ак и b к.

1.Задать начальные значения.

2. Разбить первый квадрант на квадратные области и методом простых 

итераций найти квадрат, в котором обе исследуемые функции меняют знак.

3. Найти согласно п.2 в квадрате и методом Ньютона находим корни.

Таким образом, мы получили значения ак и b к.После этого, построили 

графики:

График 3. Зависимость акот плотности.

5



Значения каждого ак убывают с ростом плотности. Однако, значения ак 

коэффициентов затухания заметно возрастают с ростом k.

График 4. Зависимость Ьк от плотности, при k = 1.

График 5. Зависимость bк от плотности, при k = 2.
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График 6. Зависимость bk от плотности, при k = 3.

Построили графики зависимости ак , bk от безразмерной плотности, в 

результате ак убывает от плотности, а bk наоборот возрастает.

Заключение
Произведен анализ уравнения для непрямой корреляционной функции. 

Получено уравнение для параметров собственных функций ОДК. Разработан 

алгоритм расчета параметров собственных функций ОДК. Построены графики 

зависимости от безразмерной плотности.
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