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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, 1] äèôôåðåíöèàëüíûì

âûðàæåíèåì

`(y, λ) := p0(x, λ)y(n) + p1(x, λ)y(n−1) + . . .+ pn(x, λ)y =

=
∑

0≤j+s≤n
pjs(x)λsy(j), (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Ui(y, λ) :=
n−1∑
j=0

aij(λ)y(j)(0) + bij(λ)y(j)(1) = 0, i = 1, n, (2)

ãäå λ ∈ C îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,

pj(x, λ) =

j∑
s=0

pn−j,s(x)λs, j = 0, n, pjs(x) ∈ L1[0, 1],

a aij(λ), bij(λ) åñòü ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû ïî λ.

Íàðÿäó ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êðàåâûå óñëî-

âèÿ
n−1∑
j=0

aijy
(j)(0) + bijy

(j)(1) = 0, i = 1, n, (3)

íå ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðà λ.

Ìíîãèå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäè-

ìîñòè èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ

ôóíêöèé (ñ.ï.ô.) èëè, êðàòêî, êîðíåâûõ ôóíêöèé (ê.ô.) íåñàìîñîïðÿæåííûõ

ïó÷êîâ L(λ), â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòèêó ñïåêòðà, ïîëíîòó è áàçèñíîñòü ê.ô.,

âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ â îáîáùåííûå ðÿäû Ôóðüå ïî ê.ô..

Âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âîïðîñ îá n- è m-êðàòíîé ïîëíîòå ê.ô.

äî êîíöà íå ðåøåí äàæå â ñëó÷àå áîëåå ïðîñòîãî ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

`0(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j) (4)
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è êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑
0≤j+s≤n−1

λs(aijsy
(j)(0) + bijsy

(j)(1)) = 0, i = 1, n (5)

ãäå pjs, aijs, bijs ∈ C.

Â ðàáîòàõ Ãàñûìîâà Ì.Ã.1 è Øêàëèêîâà À.À.2, îòíîñÿùèõñÿ ê îáùåìó

âèäó (1)�(2) ïó÷êà L(λ), ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ n-êðàòíîé ïîëíîòû

â L2[0, 1] ñèñòåìû ê.ô. â òåðìèíàõ ñòåïåííîé îãðàíè÷åííîñòè ïî ïàðàìåòðó

λ ôóíêöèè Ãðèíà ïó÷êà íà íåêîòîðûõ ëó÷àõ.

Èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá n- è m-êðàòíîé ïîëíîòå è íåïîëíîòå ê.ô. ïó÷-

êà L(λ) âèäà (1), (3), ä.â. êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à êðà-

åâûå óñëîâèÿ - ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåë À.È. Âàãàáîâ3.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå n- è m-êðàòíîé ïîëíîòû ê.ô. äëÿ

ïó÷êîâ (4)�(5) îáùåãî âèäà, à òàêæå èññëåäîâàíèå ïîëíîòû êîíêðåòíîãî ïó÷-

êà ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ èíòåðàêòèâíîãî ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

MATLAB.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

1. Ââåäåíèå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

4. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îäíîãî ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ îñíîâíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

5. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû.

6. Ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ïó÷êà ïÿòîãî ïîðÿäêà.

1Î êðàòíîé ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îäíîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ // Äîêë. ÀÍ Àçåðá. ÑÑÐ.. � 1974. � Ò. 30. � �12. � Ñ. 9-12.
2Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèÿõ // Òð. ñåìèí. èì. È.Ã.Ïåòðîâñêîãî. � ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà. � 1983. � �9. � Ñ. 190-229.
3Ðàçëîæåíèå â ðÿäû Ôóðüå ïî ãëàâíûì ôóíêöèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ:

Äèñ. äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê. � Ìîñêâà, 1988. � 201 ñ. Ââåäåíèå â ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ. - Ðîñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî Ðîñò. óí-òà, 1994. � 160 ñ.
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7. Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

8. Çàêëþ÷åíèå.

9. Ïðèëîæåíèå À.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ì.Â. Êåëäûøà4,

â êîòîðîé îí ñôîðìóëèðîâàë òåîðåìó îá n-êðàòíîé ïîëíîòå ê.ô. ïó÷êà L(λ),

ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (ä.â.) (1) ñî ñïåöèàëüíîé ãëàâ-

íîé ÷àñòüþ.

`(y, λ) := y(n) + λny + {âîçìóùåíèå},

è ðàñïàäàþùèìñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3). Ýòà òåîðåìà â ñëó÷àå àíàëèòè-

÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ áûëà äîêàçàíà À.Ï. Õðîìîâûì5 è, íåçàâèñèìî, W.

Eberhard'îì6. À.À. Øêàëèêîâ7 äîêàçàë ýòó òåîðåìó ñëó÷àå ñóììèðóåìûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ. À.Ï. Õðîìîâ8 îáîáùèë ýòó òåîðåìó íà ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíûõ

âîçìóùåíèé âîëüòåððîâûõ îïåðàòîðîâ. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷àñòè

ä.â. áûë ðàññìîòðåí G. Freiling'îì9 è Ñ.À. Òèõîìèðîâûì10.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà Y êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ) íàçûâàåòñÿ m-

êðàòíî ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] (0 < m ≤ n), åñëè èç óñëîâèÿ îð-

òîãîíàëüíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè h ∈ Lm2 [0, 1] := L2[0, 1]⊕ ...⊕ L2[0, 1]︸ ︷︷ ︸
m ðàç

âñåì

ïðîèçâîäíûì m-öåïî÷êàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñèñòåìå Y, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

h = 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (5) íîðìèðîâàíû è ïîðÿäîê i-ãî

êðàåâîãî óñëîâèÿ åñòü κi (0 ≤ κi ≤ n− 1), òî åñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå

4Î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåñàìîñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé

// Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1951. � Ò. 77. � �1. � Ñ. 11-14.
5Êîíå÷íîìåðíûå âîçìóùåíèÿ âîëüòåðîâûõ îïåðàòîðîâ: Äèñ. äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê. � Íîâîñèáèðñê, 1973.

� 242 ñ.
6Zur Vollst�andigkeit des Biorthogonalsystems von Eigenfunktionen irregul�arer boundary values problems.

Math. Z.. 146 (3). p. 231-221.
7Î ïîëíîòå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ

íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè // Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.. � 1976. � Ò. 10. � �4. � Ñ. 69-80.
8Î ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèÿõ âîëüòåððîâûõ îïåðàòîðîâ // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1977. � Ò. 102(104). � �3.

� Ñ. 457-472.
9Zur Vollst�andigkeit des Systems der Eigenfunktionen und Hauptfunktionen irregul�arer Operator-b�uschel //

Math. Z.. � 1984. � Bd. 188. � H. 1. � C. 55-68.
10Êîíå÷íîìåðíûå âîçìóùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ âîëüòåðîâûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé:

Äèñ. êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. � Ñàðàòîâ, 1987. � 126 ñ.
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óñëîâèÿ âèäà

U 0
i (y, λ) ≡ U 0

i0(y, λ) + U 0
i1(y, λ) :=

∑
j+s≤κi

λs(αijsy
(j)(0) + βijsy

(j)(1)) = 0, (6)

ãäå i = 1, n. Ñóììàðíûé ïîðÿäîê êðàåâûõ óñëîâèé (6) îáîçíà÷èì áóêâîé κ,

òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ κ = κ1 + κ2 + . . .+ κn. Ïó÷îê (4), (6) áóäåì îáîçíà-

÷àòü L0(λ).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå `0(y, λ) = 0. Ïóñòü {ωk}nk=1 êîðíè åãî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
∑

j+s=n

pjsω
j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ñèñòåìà ôóíêöèé yj(x, λ) = exp(λωjx), j = 1, n ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

ñèñòåìîé ðåøåíèé (ô.ñ.ð.) óðàâíåíèÿ `0(y, λ) = 0 ïðè λ 6= 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå âåêòîð-ñòîëáöû ïðè j = 1, n

Hj(λ) ≡ (h1j, h2j, . . . , hnj(λ))T :=
(
U 0

1 (yj, λ), U0
2 (yj, λ), . . . , U 0

n(yj, λ)
)T
,

Vj(λ) ≡ (v1j, v2j, . . . , vnj(λ))T :=
(
U 0

10(yj, λ), U0
20(yj, λ), . . . , U 0

n0(yj, λ)
)T
,

Wj(λ) ≡ (w1j, w2j, . . . , wnj(λ))T := e−λωj
(
U 0

11(yj, λ), U0
21(yj, λ), . . . , U 0

n1(yj, λ)
)T
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü

ïó÷êà L0(λ) ïðèìåò âèä

∆(λ) = det
(
U 0
i (yj, λ)

)n
i,j=1

= |H1(λ)H2(λ) . . . Hn(λ)| =∣∣V1(λ) + eλω1W1(λ), V2(λ) + eλω2W2(λ), . . . , Vn(λ) + eλωnWn(λ)
∣∣ . (7)

Îòëè÷íûå îò íóëÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) ïó÷êà L0(λ) åñòü íóëè ∆(λ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 0 è âñåâîçìîæíûõ ñóìì

ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ωj, j = 1, n ïî îäíîìó, ïî äâà è òàê äàëåå äî n ñëàãàåìûõ.

Äàëåå ñîâïàäàþùèå òî÷êè ω ∈ Ω, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ñïîñîáàìè (ðàçíûå

ñëàãàåìûå â ñóììå), ñ÷èòàåì ðàçíûìè òî÷êàìè Ω. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäå-

ëèòåëÿ (7) íà ñóììó îïðåäåëèòåëåé ïîëó÷èì

∆(λ) = λκ
∑
ω∈Ω

F ω(λ)eλω,

6



ãäå

F ω(λ) = F ω
0 +

1

λ
F ω

1 + ...+
1

λκ
F ω
κ .

Ïîëîæèì M = conv{Ω} (ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî M � îòðåçîê).

Äëÿ r ∈ {0, 1, ...,κ} ÷åðåç (M∆)r îáîçíà÷èì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òåõ òî-

÷åê ω, äëÿ êîòîðûõ [F ω(λ)]r 6≡ 0. Áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ

(M∆)0 ⊂ (M∆)1 ⊂ ... ⊂ (M∆)κ ⊂M.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïó÷îê L0(λ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè (M∆)0 = M .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïó÷îê L0(λ) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåãóëÿðíûì, åñëè

(M∆)κ = M .

Îïðåäåëåíèå 4. Ïó÷îê L0(λ) íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåðåãóëÿðíûì (èëè íîð-

ìàëüíûì), åñëè ìíîãîóãîëüíèê (M∆)κ èìååò íå ìåíåå äâóõ òî÷åê êàñàíèÿ ñ

M , ïðè÷åì ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîåäåííûå èç íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âíóò-

ðåííåé òî÷êè ê ñòîðîíàì M , íà êîòîðûõ ëåæàò òî÷êè êàñàíèÿ (åñëè òî÷êà

êàñàíèÿ � âåðøèíà, òî òàêèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ äâà), ðàçáèâàþò êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü íà ñåêòîðû ðàñòâîðà < π. Åñëè M åñòü îòðåçîê, òî ïó÷îê L0(λ)

íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåðåãóëÿðíûì, êîãäà (M∆)κ = M .

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðåãóëÿðíûé è ïî÷òè ðåãóëÿðíûé ïó÷îê

ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ ñëàáî íåðåãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïó÷îê L0(λ), êîòîðûé íå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäûäóùåìó îïðå-

äåëåíèþ, íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíûì.

Ìíîãîóãîëüíèê (M∆)κ îáîçíà÷èì M∆ è áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì ôóíêöèè ∆(λ).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ `0(y, λ) = 0 ïðè

λ 6= 0

g(x, λ,Γ(λ)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 y1(x, λ) . . . yn(x, λ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−Γ(λ) H1(λ) . . . Hn(λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (8)
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çàâèñÿùåå îò âåêòîð-ñòîëáöà Γ(λ) = (γ1(λ), γ2(λ), . . . , γn(λ))T , êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðàìåòðîì. Ôóíêöèÿ âèäà (8) èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. ïó÷êà L0(λ). Îáîçíà÷èì Λ0 = {λk} ∪ {0}, ãäå λk åñòü

ñ.ç.

Ëåììà 1. Ïðè λ ∈ C\Λ0 ôóíêöèè g(x, λ,Γj(λ)), j = 1, n, ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû ïî x ∈ [0, 1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíî-íåçàâèñèìû âåêòîð-

ôóíêöèè Γj(λ), j = 1, n.

×åðåç Ωj îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî òåõ òî÷åê èç Ω, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ â âèäå ωj + . . . , òî åñòü ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî ÷èñëî ωj. ×åðåç

Ωj îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Ω\Ωj, òî åñòü òå òî÷êè èç Ω, êîòîðûå íå ñîäåðæàò

â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî ÷èñëî ωj.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ(λ) åñòü âåêòîðû-ïîëèíîìû ïî λ âèäà Γ(λ) =

(γ1(λ), . . . , γn(λ))T , ãäå

γj(λ) = γj,κjλ
κj + γj,κj−1λ

κj−1 + · · ·+ γj0, j = 1, n.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ îïðåäåëèòåëÿ (8) ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷èì (àðãó-

ìåíò λ ó âåêòîðîâ Vj(λ), Wj(λ) è Γ(λ) îïóñòèì)

g(x, λ,Γ(λ)) =
n∑
k=1

yk(x, λ) |H1(λ), . . . , Hk−1(λ),Γ(λ), Hk+1(λ), . . . , Hn(λ)| =

=
n∑
k=1

eλωkx
∣∣V1 + eλω1W1, . . . , Vk−1 + eλωk−1Wk−1,Γ, Vk+1 + eλωk+1Wk+1, . . .

. . . , Vn + eλωnWn

∣∣ = λκ
n∑
k=1

∑
ω∈Ωk

Gω
k (λ)e(λωkx+ω),

ãäå Gω
k (λ) = O(1) ïðè |λ| >> 1.

Íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì ïîðÿäêà r (0 ≤ r ≤ κ)

ôóíêöèè g(x, λ,Γ(λ)) âûïóêëóþ îáîëî÷êó òåõ òî÷åê {ωkx + ω}, k = 1, n,

ω ∈ Ωk, äëÿ êîòîðûõ [Gω
k ]r 6≡ 0. Îáîçíà÷èì åãî êàê (My(x,λ,Γ(λ)))r. Ìíîãî-

óãîëüíèê (My(x,λ,Γ(λ)))κ îáîçíà÷èì êàê My(x,λ,Γ(λ)).
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Ïóñòü convx∈[0,1]{My(x,λ,Γ(λ))} õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê âåêòî-

ðà Γ(λ), îáîçíà÷èì åãî êàê M(Γ). Òàê êàê

My(x,λ,Γ(λ)) ⊂ conv{My(0,λ,Γ(λ)),My(1,λ,Γ(λ))},

òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M(Γ) = conv{My(0,λ,Γ(λ)),My(1,λ,Γ(λ))},

Ëåììà 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èíäåêñà j (1 ≤ j ≤ n) èìååò ìåñòî âêëþ÷å-

íèå M(Vj) ⊂ conv{M∆,Ωj}.

Ëåììà 3. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èíäåêñà j (1 ≤ j ≤ n) èìååò ìåñòî âêëþ÷å-

íèå M(Wj) ⊂ conv{M∆,Ω
j}.

Âåêòîðû(
∂kg(x, λ,Γ(λ))

∂λk
,
∂k(λg(x, λ,Γ(λ)))

∂λk
, . . . ,

∂k(λm−1g(x, λ,Γ(λ)))

∂λk

)T ∣∣∣∣∣
λ=λν

, (9)

ãäå k ∈ 0, sν è λν ∈ Λ, ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè m-öåïî÷êàìè äëÿ ê.ô. ïó÷êà

L0(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñ.ç. λν êðàòíîñòè sν + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà Y = {yk} âñåõ ê.ô. ïó÷êà L0(λ) m-êðàòíî

(0 < m ≤ n) íå ïîëíà â L2[0, 1]. Òîãäà íàéäåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ h(x) =

= (h̄1(x), h̄2(x), . . . , h̄m(x))T ∈ Lm2 [0, 1], h 6= 0, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà â ïðî-

ñòðàíñòâå Lm2 [0, 1] âñåì ïðîèçâîäíûìm-öåïî÷êàì ỹk, ïîñòðîåííûì ïî ñèñòåìå

ê.ô. ïó÷êà L0(λ). Â ÷àñòíîñòè, h îðòîãîíàëüíà âåêòîðàì (9). Èç ýòîé îðòî-

ãîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñ.ç. λν, èìåþùèå êðàòíîñòü sν + 1, ÿâëÿåòñÿ íóëåì

êðàòíîñòè íå ìåíüøå sν + 1 ôóíêöèè

H(λ,Γ(λ)) :=

1∫
0

g(x, λ,Γ(λ))hm(x, λ)dx,

ãäå hm(x, λ) := h1(x) + λh2(x) + . . . + λm−1hm(x). Ôóíêöèÿ H(λ,Γ(λ)) åñòü

öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.ô.ý.ò.) ïî λ.
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Ââåäåì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ

H (λ,Γ(λ)) :=
H(λ,Γ(λ))

∆(λ)
,

êîòîðàÿ ôîðìàëüíî èìååò ïîëþñà â òî÷êàõ λ ∈ Λ, íî âñå ýòè ïîëþñà êîìïåí-

ñèðóþòñÿ ÷èñëèòåëåì, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà λ = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì

∆(λ), íî íå ÿâëÿåòñÿ ñ.ç. èëè ÿâëÿåòñÿ ñ.ç. ìåíüøåé êðàòíîñòè. Òàêàÿ ñèòó-

àöèÿ ìîæåò áûòü, òàê êàê èñïîëüçóåìàÿ ô.ñ.ð. íå ÿâëÿåòñÿ òàêîé ïðè λ = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îá îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîð-

ôóíêöèè h(x) â ïðîñòðàíñòâå Lm2 [0, 1] êîíå÷íîìó íàáîðó âåêòîð-ôóíêöèÿì èç

Lm2 [0, 1], ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî H (λ,Γ(λ)) åñòü ö.ô.ý.ò.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Γ(λ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (α) (îáîçíà÷èì Γ(λ) ∈ (α)), åñëè â λ-ïëîñêîñòè ñóùåñòâóþò ïî êðàé-

íåé ìåðå òðè ëó÷à, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà, êàæäûå äâà ñîñåäíèõ èç êîòîðûõ

èìåþò ìåæäó ñîáîé óãîë ìåíüøå π è íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ H (λ,Γ(λ)) èìååò

íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîé ðîñò.

Ëåììà 4. Ëèáî ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà L0(λ) n-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1], ëè-

áî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ïðîèçâîäíûõ n-öåïî÷åê ỹk, ïîñòðîåííàÿ ïî

ñèñòåìå ê.ô. ïó÷êà L0(λ), èìååò áåñêîíå÷íûé äåôåêò â L2[0, 1].

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî íåçàâèñèûõ â.-ô. Γ1(λ),Γ2(λ), . . .

. . . ,Γn(λ) ∈ (α), òî ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà L0(λ) n-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1].

Ñ ó÷åòîì Ëåìì 2 è 3 î÷åíü óäîáíî â êà÷åñòâå Γj(λ) áðàòü âåêòîðû Vi(λ)

è Wi(λ).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè Vis(λ) ∈ (α), s = 1, k, Wjt(λ) ∈ (α), t = 1, l, k + l ≥ n

è rank(Vi1(λ), Vi2(λ), . . . , Vik(λ),Wj1(λ),Wj2(λ), . . . ,Wjl(λ)) = n, òî ñèñòåìà

ê.ô. ïó÷êà L0(λ) n-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1].

Ââèäó ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôóíêöèè g(x, λ,Γ(x)), îïðåäåëÿåìîé

ôîðìóëîé (8), äîêàçûâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ñóùåñòâóþò m ïàð âåêòîðîâ {Vjs(λ),Wjs(λ)}, s = 1,m

òàêèõ, ÷òî Vjs(λ) ∈ (α), Wjs(λ) ∈ (α), òî èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ ïîëíî-

10



òà â L2[0, 1] ñèñòåìû ê.ô. ïó÷êà L0(λ) ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì.

Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïó÷êà ïÿòîãî ïîðÿäêà ñî ñëåäóþùèìè êîð-

íÿìè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

ω1 = 1, ω2 = 2, ω3 = 4, ω4 = 8, ω5 = 2i,

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U10 = y′(0) = 0, U20 = y′′(0)− λ2y(0) = 0, U30 = y′′′(0) + λy′′(0) = 0,

U41 = y(1) = 0, U51 = y′′(1) + λy′(1) = 0

Áûëà óñòàíîâëåíà îäíîêðàòíàÿ ïîëíîòà ïî òåîðåìå 2: V5(λ) ∈ (α),

W5(λ) ∈ (α) (ðèñóíîê 1�2: ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí M∆, ïóíêòèðíîé �

conv{M∆,Ω5} è conv{M∆,Ω
5} ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè ωi îáîçíà÷åíû êàê ¾i¿,

ωi + ωj êàê ¾ij¿ è ò.ä.), è äîêàçàíà äâóêðàòíàÿ ïîëíîòà.

Ðèñóíîê 1 � M(V5)
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Ðèñóíîê 2 � M(W5)

Ïðèëîæåíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ñîñòîèò èç òåêñòà ïðîãðàììíîãî êîäà

íà ÿçûêå MATLAB. Ïðîãðàììà ðåàëèçóåò ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíî âûïóêëûõ

îáîëî÷åê è ïðîâåðêó íà ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîð-ôóíêöèè Γ(λ) óñëîâèþ (α)

äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëè èçó÷åíû óñëîâèÿ n- è m-êðàòíîé ïîëíîòû êîðíåâûõ

ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (4) è

êðàåâûìè óñëîâèÿìè (5). Ðàññìîòðåí ïðèìåð ïó÷êà ïÿòîãî ïîðÿäêà: ïîñòðî-

åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè M è M∆, M(Vj(λ)) è M(Wj(λ))

ïî ñðåäñòâàì ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû MATLAB, íàéäåíû òå âåêòîð-ôóíêöèè

ñðåäè Vj(λ), Wj(λ), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò óñëîâèþ (α), è óñòàíîâëåíà îäíî-

êðàòíàÿ è äâóêðàòíàÿ ïîëíîòà.
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