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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Многие вопросы современной математики, механики, физики приводят к спек-
тарльному анализу несамосопряженных дифференциальных, интегральных и
интегро-дифференциальных операторов. Одна из принципиальных задач спек-
тральной теории это равносходимость разложений по собственным и присоеди-
ненным функциям ( с.п.ф. ) оператора и по известным системам функций.
Впервые теорема равносходимости спектральных разложений по с.п.ф. и разло-
жений в обычные тригонометрические ряды Фурье была установлена в работах
В.А. Стеклова, Е. Гобсона, А. Хаара для случая дифференциального оператора
Штурма-Леувилля.
Многочисленные научные исследования,в том числе и работы современных ма-
тематиков В.А. Ильина, А.М. Седлецкого, А.А. Шкаликова были посвящены за-
дачам равносходимости разложений по собственным и присоединенным функ-
циям.
А.П. Хромовым впервые были рассмотрены интегральные операторы, ядра ко-
торых имеют скачки на линиях t=i и t=1-x, точнее

Af(x) = α1

∫ x

0

A1(x, t)f(t)dt+ α2

∫ 1

x

A2(x, t)f(t)dt+

+α3

∫ 1−x

0

A3(1− x, t)f(t)dt+ α4

∫ 1

1−x
A4(1− x, t)f(t)dt

были получены формулы обращения для операторов. Теорема равносходи-
мости для операторов, показанных сверху, была доказана для оператора

Af(x) =

∫ 1−x

0

A(1− x, t)f(t)dt.

В полученной нами теореме равносходимости получилось освободиться от
требований довольно трудно проверяемого условия регулярности по Биркгофу
граничных условий обратного оператора. Это нам упростило формулировку
результата. Результаты явились первыми в исследовании спектральных свойств
интегральных операторов вида

Af(x) = α1

∫ x

0

A1(x, t)f(t)dt+ α2

∫ 1

x

A2(x, t)f(t)dt+

+α3

∫ 1−x

0

A3(1− x, t)f(t)dt+ α4

∫ 1

1−x
A4(1− x, t)f(t)dt

Сейчас существует целый ряд интересных работ и по другим задачам спек-
трального анализа операторов, которые мы получили выше, при некоторых
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ограничениях на Ai(x, t).

, [5], [21].Af(x) =
∫ Θ(x)

0 A(Θ(x), t) · f(t)dt,где Θ(x) = 1
2 − x при x ∈ [0, 1

2 ] и
Θ(x) = 3

2 − x при x ∈ [1
2 , 1] .

A0f(x) =

∫ Θ(x)

0

f(t)dt,

действующий в L2[0, 1]. Θ(x) = 2k−1
n при x ∈ [k−1

n , kn ], k = 1, n
Функция Θ(x) является инволюцией, т.е. Θ(Θ(x)) = x, причем Θ(x) терпит
разрыв первого рода при x = 1

2 .
Рассмотрим оператор

Af(x) =

∫ Θ(x)

0

A(Θ(x), t) · f(t)dt, (1)

где Θ(x) = 1
2 − x при x ∈ [0, 1

2 ] и Θ(x) = 3
2 − x при x ∈ [1

2 , 1].
Функция Θ(x) есть инволюция, т.е. Θ(Θ(x)) = x , причем Θ(x) терпит разрыв
первого рода при x = 1

2 .
Требования на ядро оператора(2):
Функция A(x, t) = 0 при tx, A(x, x − 0) ≡ 1 и ∂k+l

∂xk∂tl
A(x, t) непрерывны при

t < x и k + l ≤ 2.
Положим Ã(x, t) = A(Θ(x), t) при t < Θ(x) и Ã(x, t) = 0 при t ≥ Θ(x). Обозна-
чим компоненты матрицы B(x, t) через

Bij(x, t) = Ã

(
i− 1

2
+ x,

j − 1

2
+ t

)
, x, t ∈

[
0;

1

2

]
Приводим вспомогательные леммы и теоремы для доказательства нашей

основной в этой работе теоремы.
Лемма 1

Функция

∂k+l

∂xk∂tl
Bi,j(x, t)

(i, j = 1, 2), k + l ≤ 2

непрерывна всюду,кроме быть может, t+ x = 1
2 и

∂

∂x
Bij(x, t)

∣∣∣∣
t= 1

2−x±0,

∂

∂x
Bi,j(x, γ)(γ = 0,

1

2
)

непрерывно дифференцируемы.
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Лемма 2 Если y(x) = Af(x), то z(x) = Bg(x), x ∈
[
0, 1

2

]
(12)

где z(x) = (z1(x), z2(x))T (Т-знак транспонирования),
z1(x) = y(x), z2(x) = y

(
1
2 + x

)
, g(x) = (g1(x), g2(x))T, g1(x) = y(x), g2(x) =

f
(

1
2 + x

)
, Bg(x) =

∫ 1
2

0 B(x, t)g(t)dt

Лемма 3
Оператор B−1 существует тогда и только тогда,когда rangM = m, где M =( E+(ϕ̃,ψ)T∫ 1

2
0 B(0,t)ϕ̃T(t)dt

)
, E-единичная матрица m× n

(ϕ̃, ψ) = {ϕ̃j, ψk}mj ,k=1, ϕ̃
T = (ϕ̃1, ...ϕ̃m).

Лемма 4 Неособой матрицей Г, диагонализирующей матрицу Q−1, то есть
Γ−1 ·Q−1 · Γ = D = diag(i,−i, i,−i), является

Γ =


i 1 0
0 0 i 1
i i 0 0
0 0 1 i



Лемма 5 Существует матрица-функция

H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x)

с непрерывно дифференцируемыми компонентами матриц H0(x), H1(x), при-
чем H0(x) невырожден при всех x и диагональна, что преобразование

h(x) = H(x, λ) ·W (x)

приводит систему к виду

W ′(x) + P1(x, λ)W (0) + P2(x, λ)W

(
1

2

)
+

+P3(x, λ)ω(x) +NW − λDW (x) = m(x, λ)U(W ) =

= M0λW (0) +M1λW

(
1

2

)
= 0,

где
P1(x, λ) = H−1(x, λ)P1(x)H(0, λ),

4



P2(x, λ) = H−1(x, λ)P2(x)H

(
1

2
, λ

)
,

P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ) [H1
′(x) + P3(x)H1(x)] ,

Nλ = H−1(x, λ)NH(x, λ),

M0λ = M0H(0, λ),M1λ = M1H

(
1

2
, λ

)
,m(x, λ) = H−1(x, λ)m(x)

Рассмотрим оператор вида

A0f(x) =

∫ Θ(x)

0

f(t)dt,

,действующий в L2[0, 1] .

Θ(x) =
2k − 1

n
− x

при x ∈
[
k−1
n , kn

]
, k = 1, n

Функция Θ(x) является инволюцией,т.е.

Θ(Θ(x)) ≡ x

и Θ(x) имеет разрывы первого рода в точках x = k
n и k = 1, n

Теорема
Если

y = RλA0f(x) = (E − λA0)
−1A0f(x),

то

v′(x) = λBu(x) +BΦ(x),

P0v(0) + P1v(
1

n
) = 0,

где

v(x) = (v1(x), ..., v2n(x))T ,

v2k−1(x) = y

(
k − 1

n
+ x

)
,
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v2k(x) = y

(
k

n
+ x

)
, k = 1, n;

Φ(x) = (f1(x), ..., f2n(x))T ,

f2k−1(x) = f

(
k − 1

n
+ x

)
,

f2k(x) = f

(
k

n
+ x

)
, k = 1, n, x ∈

[
0,

1

n

]
.

Матрица B = (2n× 2n) имеет на главной диагонали блоки(
0 −1
1 0

)
Остальные элементы -нули.

P0 =



0 1 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 0 ... 0
1 0 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 1 ... 0
. . . . . . . .
0 0 . . 1 0 0 0
0 0 . . 0 0 0 1


;

P0 =



0 0 0 0 0 0 ... 0
1 0 0 0 0 0 ... 0
0 0 −1 0 0 0 ... 0
0 −1 0 0 0 0 ... 0
0 0 1 0 −1 0 ... 0
0 0 0 −1 0 0 ... 0
. . . . . . . .
0 0 . . 0 0 −1 0
0 0 . . 0 −1 0 0


.

Теорема
Если v(x) удовлетворяет системе (28),(29) и соответствующая однородная си-
стема имеет только нулевое решение,то Rλ(A0) существует и

Rλ(A0)f() =

{
v2k−1

(
x− k − 1

n

)
, x ∈

[
k − 1

n
,
k

n

]
, k = 1, n

}
Лемма 7. Собственными значениями матрицы B являются

λ2k+1 = i
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λ2k = −i, k = 1, n

Лемма 8 неособой матрицей Г,диагонализирующей матрицу В,т.е.

Γ−1 ·B · Γ = D = diag(i,−i, ..., i,−i)
является матрица, у которой на главной диагонали стоят блоки(

−1 1
i i

)
,остальные элементы равны нулю. Γ−1 имеет ту же структуру,только на

главной диагонали блоки (
−1 −i
1 −i

)
Теорема.Если v(x) удовлетворяет предыдущей теореме , то

h(x) = Γ−1 · v(x)

удовлетворяет системе

h(x) = λDh(x) + Γ−1 ·B · Φ(x),

U(h) = P0Γh(0) + P1h

(
1

n

)
= 0

где матрица Γ−1B имеет на главной диагонали блоки(
−i 1
−i −1

)
,остальные элементы равны нулю.

P0 · Γ =



0 0 0 0 0 0 ... 0
i i 0 0 0 0 ... 0
−1 1 0 0 0 0 ... 0
0 0 i i 0 0 ... 0
0 0 −1 1 0 0 ... 0
0 0 0 0 i i ... 0
. . . . . . ... .
0 0 . . −1 1 0 0
0 0 . . 0 0 i i


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P1 · Γ =



−1 1 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 0 ... 0
0 0 1 −1 0 0 ... 0
0 0 i i 0 0 ... 0
−i −i 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 i −1 ... 0
. . . . . . ... .
0 0 . . 0 0 1 −1
0 0 . . −i −i 0 0


Очевидны следующие леммы

Лемма 9 Вектор-функция

gλQ(x) =

∫ 1
n

0

g(x, t, λ)Q(t)dt

является решением системы

h(x) = λDh(x) + Γ−1 ·B · Φ(x),

Лемма 10Имеет место оценка

||gλQ(x)||∞ = O(||f ||1)
Лемма 11Справедлива оценка

||gλχ(x)||∞ = O

(
1

λ

)
компоненты вектор-функции χ(x) являются характеристическими функци-

ями отрезка [0, 1
n ].

Теорема Теорема равносходимости. Для любой функции f(x) ∈ L[0, 1] и
любого ε ∈ (0, 1

2n) имеет место соотношение

lim
r→∞

{
n∑
k=1

max|Sr(x, f)− σ2(x, fk)|

}
= 0

где Sr(x, f) частная сумма ряда Фурье , функция g(x) на отрезке x ∈
[
0, 1

n

]
;

fk(x) = f

(
k − 1

n
+ x

)
, k = 1, n, x ∈

[
0,

1

n

]
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной бакалаврской работе рассматривался интегральный оператор с
инволюцией,имеющей разрывы. В первой и во второй главе была получена
интегро-дифференциальная система для резольвенты интегрального операто-
ра с инволюцией,имеющей разрывы. Основным результатом работы является
теорема о равносходимости для простейшего оператора с инволюцией, имющей
конечное число разрывов,полученная в третьей главе.
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