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Ââåäåíèå.Ìåòîä Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Âïåðâûå ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå
äàë àêàäåìèê Â.À. Ñòåêëîâ. Îíî îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è, è ðÿäîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì íóæíîå ÷èñëî ðàç.

Ìåòîä Ôóðüå èìååò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ,ïðîèçâåäåíî ìíî-
æåñòâî èññëåäîâàíèé è äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé
îáëàñòè Â.È. Ñìèðíîâûì, È.Ã. Ïåòðîâñêèì, Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À.
Èëüèíûì, Â.À. ×åðíÿòèíûì.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ôóðüå ñ÷èòàåòñÿ òðåáîâàíèå çàâûøåííîé ãëàä-
êîñòè íà íà÷àëüíûå äàííûå.Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïðåäëîæå-
íî À. Í. Êðûëîâûì. Êðûëîâ ïðåäëîæèë ðàçáèòü ôîðìàëüíîå ðåøå-
íèå íà äâà ðÿäà, îäèí èç êîòîðûõ òî÷íî ñóììèðóåòñÿ è òåì ñàìûì
íå íàäî ïðèáåãàòü ê ïî÷ëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ, à âòîðîé ðÿä
ñõîäèòñÿ íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðî-
âàòü.

Â.À. ×åðíÿòèí, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèåìîì À.Í. Êðûëîâà ñ ïðè-
ìåíåíèåì àñèìïòîòèê äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé, èññëåäîâàë ðÿä çàäà÷ ìåòîäîì Ôóðüå è çíà÷èòåëüíî îñëàáèë
óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, à â êàêèõ-òî ñëó÷àÿõ ýòè óñëîâèÿ ñòàëè ìèíè-
ìàëüíî âîçìîæíûìè.

Èññëåäîâàíèÿ Â. À. ×åðíÿòèíà, À. Ï. Õðîìîâà, À.Í. Êðûëîâà
ïîçâîëèëè ñäåëàòü ïåðåõîä îò ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê íîâîìó âèäó.
Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ìåòîäîì Ôóðüå ñìåøàííûå çàäà-
÷è ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé è ñòàâèòü ìíîæåñòâî íîâûõ è âàæíûõ
âîïðîñîâ â òåîðèè ôóíêöèé.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà,
ïðåäëîæåííîãî Â. À. ×åðíÿòèíûì è À.Í. Êðûëîâûì ñ ïðèâëå÷åíèåì
ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà, ïîðîæ-
äåííîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé ìåòîäà Ôóðüå. Ýòî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàí-
íûå, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì íè óòî÷íåííûõ àñèìïòîòèê äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, íè êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ.
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Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ è óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ
âñåãäà áûëè è îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷àìè.

Äàííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñ-
êà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîäèòñÿ ôîð-
ìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòû ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðåäëîæåííîé çàäà÷å ïî ìåòîäó Ôóðüå. Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâ-
ëåíû ëåììû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòèêè ðåçîëü-
âåíòû. Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ è
ôîðìóëà Ðèìàíà, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà. Â ÷åò-
âåðòîé ãëàâå ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ðÿäà è
êàæäûé èññëåäóåòñÿ â îòäåëüíîñòè. Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî îñíîâíîé ôîðìóëû äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â
øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè è íàõîäèòñÿ åå ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå.

Â ïðèëîæåíèè À ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â øåñòîé ãëàâå.
Â ïðèëîæåíèè Á ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû â âèäå
òàáëèöû.

Öåëüþ ðàáîòû ñòàâèòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ôóðüå
ôîðìàëüíûé ðÿä áóäåò ñõîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ ïðè ïðè
ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ
1) ïðåäñòàâëåíèå ôîðìàëüíîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû;
2) ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòû ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìåòîäó Ôóðüå;
3) àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåçîëüâåíòû ñ ïîìîùüþ îïåðà-

òîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ;
4) îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ôîðìàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå ê êëàññè÷å-

ñêîìó ðåøåíèþ ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå
ê çàäà÷å.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñëå-
äóþùåãî âèäà:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (1)

u(0, t) = u(1, t) ux(0, t) = ux(1, t), (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞) (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ C[0, 1]− êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ. Ìèíèìàëü-
íûå òðåáîâàíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñëåäóþ-
ùèå:

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1), ϕ′(0) = ϕ′(1). (4)

Êðîìå òîãî, â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) èìååì:

ϕ′′(0)− ϕ′′(1)− (q(0)− q(1))ϕ(0) = 0. (5)

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ôóðüå â äàííîé çàäà÷å âîçíèêàþò òðóä-
íîñòè èç-çà âîçìîæíîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óñïåø-
íî ñïðàâèòüñÿ ñ âîçíèêàþùèìè òðóäíîñòÿìè.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ôóðüå çàäà÷å (1)-(3) ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëü-
íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′ + q(x)y(x), y(0) = y(1), y′(0) = y′(1). (6)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäó-
ëþ è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

λn = ρ2, ρn = 2πn+O( 1n), n = n0, n0 + 1, . . .
Ïóñòü γn = {ρ : |ρ− nπ| = δ}, ãäå δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, à

n ≤ n0 è n0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 âíóòðü è íà ãðàíèöó γn
ïîïàäàåò ëèøü ïî îäíîìó èç ρn.

Ïóñòü γ̃n− îáðàç γn â λ− ïëîñêîñòè λ = ρ2, Reρ ≥ 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçRλ ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà L, ò.å.Rλ = (L− λE)−1,

ãäå E− åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.
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Òîãäà ïî ìåòîäó Ôóðüå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ)cosρtdλ+
∑
n≥n0

(ϕ, ψn)ϕn(x)cosρnt, (7)

ãäå r > 0 ôèêñèðîâàíî è âçÿòî òàêèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
|λ| < r èìåþò íîìåðà , ìåíüøèå n0, íà êîíòóðå |λ| = r íåò ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ϕn(x)− ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L äëÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn, ñèñòåìà {ψn(x)} áèîðòîãàíàëüíàÿ ñèñòåìå
{ϕn(x)}.

Ïðåäñòàâèì (7) â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ)cosρtdλ−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλϕ)cosρtdλ. (8)

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ôîðìàëüíîì ðåøåíèè u(x, t) íåò íè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, íè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, à èñõîäíûì ôîðìàëüíûì ðÿäîì
áóäåò ðÿä (8).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(x, ρ) è z2(x, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Òîãäà zj(x, ρ) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ïî ρ è äàæå ïî λ, ãäå
λ = ρ2.

Òåîðåìà 1 Äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ îïåðàòîðà L èìååò ìåñòî ôîð-
ìóëà
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Rλf = −z1(x, ρ)

∆(ρ)

∣∣∣∣U1(Mρf) u12(ρ)
U2(Mρf) u22(ρ)

∣∣∣∣−z2(x, ρ)

∆(ρ)

∣∣∣∣u11(ρ) U1(Mρf)
u21(ρ) U2(Mρf)

∣∣∣∣+(Mρf)(x),

(9)
ãäå

U1(y) = y(0)− y(1), U2(y) = y′(0)− y′(1), uij(ρ) = U1(zj)

∆(ρ) = det(uij(ρ))2i,j=1, Reρ ≥ 0,

(Mρf)(x) =

∫ x

0

M(x, t, ρ)f(t)dt, M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣z1(t, ρ) z2(t, ρ)
z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣∣∣∣ .
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà

L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè ∆(ρ).
Âàæíûì ìåñòîì â îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îí ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü z1(x, ρ) â âèäå:

z1(x, ρ) = cosρx+

∫ x

0

K1(x, t)cosρtdt, (10)

ãäå K1(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è ïî t.
Ôîðìóëà (10) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â íàõîæäåíèè àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ôîðìóë. Âûâîäó ôîðìóëû (10) ïîñâÿùåí öåëûé ðàçäåë.
Ïîëó÷àåì, ÷òî íóëè ôóíêöèè ∆(ρ) äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäó-

ëþ, íàõîäÿòñÿ â ïîëîñå |Imρ| 6 h, ãäå h > 0− ëþáîå ôèêñèðîâàí-
íîå ÷èñëî. Äàëåå, èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∆(ρ) â ïîëîñå
|Imρ| 6 h èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

∆(ρ) = 2(1− cosρ) +O(
1

ρ
),

êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå

Òåîðåìà 2 Íóëè ρn ôóíêöèè ∆(ρ), äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìî-
äóëþ , îáðàçóþò äâå ñåðèè ñ àñèìïòîòèêîé ρ′n = 2πn + ε′n, ρ′′n =
2πn + ε′′n (n = n0, n0 + 1, · · · ), ãäå ε′n è ε′′n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè
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n → ∞. Â ñëó÷àå ε′n 6= ε′′n îíè ïðîñòûå, à â ñëó÷àå ε′n = ε′′n îíè
äâóêðàòíûå.

Òåîðåìà 3 Â ïîëîñå |Imρ| 6 h, h > 0 èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè-
÷åñêèå ôîðìóëû

z1(x, ρ) = cosρx+O(
1

ρ
), z′1(x, ρ) = −ρsinρx+O(1),

z2(x, ρ) =
sinρx

ρ
+O(

1

ρ2
), z′2(x, ρ) = cosρx+O(

1

ρ
),

ãäå îöåíêè O(. . .) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îêðóæíîñòü

γn = {ρ : |ρ− 2πn| = δ} , δ > 0.

Òîãäà èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ëåììà 1 Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

zj1(x, ρ) = z
0(j)
1 (x, ρ) +O(ρj−1), zj2(x, ρ) = z

0(j)
2 (x, ρ) +O(ρj−2),

ãäå j = 0, 1, 2, zjk(x, ρ)− j−àÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x ôóíêöèè zk(x, ρ),

z01(x, ρ) = cosρx, z02(x, ρ) = sin
ρx

ρ
.

Ëåììà 2 Ïóñòü ∆0(ρ) =
(
u0ij(ρ)

)2
1
, ãäå u0ij(ρ) = Ui(z

0
j ). Ïðè ρ ∈

γn èìååò ìåñòî ôîðìóëà

1

∆(ρ)
=

1

∆0(ρ)
+O(

1

ρ
).

Ëåììà 3 Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû;

(g, z1) = (g3(η)cosµη, cos2πnη)− (g3(η)sinµη, sin2πnη),
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(g, z1−z01) =
1

2πn+ µ
[(g4(η)cosµη, sin2πnη) + (g4(η)sinµη, cos2πnη)] ,

ãäå

g3(η) = g(η) +

∫ 1

η

K1(τ, η)g(τ)dτ,

g4(η) = g(η)K1(η, η)−
∫ 1

η

Kiη(τ, η)g(τ)dτ,

g(η) ∈ C[0, 1].

Ëåììà 4 Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

(g, z2) =
1

2πn+ µ
[(g5(η)cosµη, sin2πnη) + (g5(η)sinµη, cos2πnη)] ,

(g, z2−z02) =
1

(2πn+ µ)2
[(g6(η)cosµη, cos2πnη) + (g6(η)sinµη, sin2πnη)] ,

ãäå

g5(η) = g(η) +

∫ 1

η

K(τ, η)g(τ)dτ,

g6(η) = −g(η)K(η, η) +

∫ 1

η

K ′η(τ, η)g(τ)dτ, g(η) ∈ C[0, 1].

Ëåììà 5 Ïðè ρ ∈ γn ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà, ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùàÿñÿ ïî x ∈ [0, 1]:

Rλf = O(ρ−1 ‖f‖1),
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ãäå ‖f‖1 =
∫ 1

0 |f(t)| dt.
Ôîðìàëüíûé ðÿä (8) ïðåäñòàâëÿÿåòñÿ â âèäå 3 ðÿäîâ:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t),

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

R0
λg

λ− µ0
cosρtdλ−

∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

R0
λg

λ− µ0
cosρtdλ

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
[
Rλg −R0

λg
]
cosρtdλ,

u2(x, t) = −
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

1

λ− µ0
[
Rλg −R0

λg
]
cosρtdλ,

R0
λ = (L0−λE)−1− ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé åñòü îïåðàòîð

L ïðè q(x) ≡ 0 è γ̃n− åñòü îáðàç γn â λ− ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè
γn = {ρ : |ρ− nπ| = δ}.

Ñõîäèìîñòü êàæäîãî ðÿäà èññëåäóåòñÿ îòäåëüíî.
Ïåðâûé ðÿä u0(x, t) ñóììèðóåòñÿ :

u0(x, t) =
1

2
[ϕ̃1(x+ t) + ϕ̃1(x− t)] ,

ãäå ϕ̃1 -ýòî ïðîäîëæåíèå ϕ1 íå÷åòíûì îáðàçîì íà âñþ îñü ñ ïåðè-
îäîì 2, ϕ1 = R0

µ0
(L− µ0E)ϕ,

ϕ̃1(τ) = (ϕ1, 1)+2
∞∑
n=0

[(ϕ1(η), cos2πnη) cos2πnτ + (ϕ1(η), sin2πnη) sin2πnτ ] .

Ðÿäû u1(x, t), u2(x, t) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè ñõîäÿòñÿ.
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Ëåììà 6 Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî
ïî x ∈ [0, 1] è âñåõ t ∈ [−T, T ], ãäå T > 0 ëþáîå ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî.

Òåîðåìà 4 Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t),

u(0, t) = u(1, t) ux(0, t) = ux(1, t),

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞)

äàåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèÿõ

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1), ϕ′(0) = ϕ′(1),

ϕ′′(0)− ϕ′′(1)− (q(0)− q(1))ϕ(0) = 0.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó ñëåäóþùåãî
âèäà:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ 4π2tsin2πx, (11)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (12)

u(x, 0) = sin2πx, u′t(x, 0) = sin2πx, (13)

x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1].

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ. Òàê êàê óðàâíåíèå (11) íåîäíîðîäíîå, çàäà÷à (11)-(13) ðàç-
îáúåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è:

1) îäíîðîäíóþ çàäà÷ó ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
vtt = vxx,

v(x, 0) = sin2πx, v′t(x, 0) = sin2πx,

v(0, t) = v(1, t) = 0;

(14)
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2) íåîäíîðîäíóþ ê çàäà÷ó ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
wtt = wxx + 4π2(t+ 1)sin2πx,

w(x, 0) = 0, w′t(x, 0) = 0,

w(0, t) = w(1, t) = 0.

(15)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (11)-(13) áóäåò ñóììà ðåøåíèé çàäà÷ (14) è (15).
Ðåøåíèå çàäà÷è (11)-(13) èìååò âèä

u(x, t) = 4π2t sin 2πx−4 sin 2πx sin πt+
2

3π2
sin3 π sin πx (π cos πt+ 2 sinπt) .

Â ðàáîòå â ïðèëîæåíèè À ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ íàõîäèò
÷èñëåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, à â ïðèëîæå-
íèè Á ïðèâåäåíû ïîòî÷å÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (11)-(13), ïîëó÷åííûå
ðàçíîñòíûì ìåòîäîì è ìåòîäîì Ôóðüå íà îòðåçêå [0,1] c øàãîì 0.1.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå áûë èññëåäîâàí ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä
ê ìåòîäó Ôóðüå äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàí-
íûå, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óòî÷íåííûõ àñèìïòîòèê äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ.

Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1)-(3). Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîé ðåøåíèå çàäà÷è, òî ôóíêöèÿ ϕ(x) òàê-
æå îáÿçàíà óäîâëåòâîðÿòü ýòèì óñëîâèÿì. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðà-
áîòàí çíà÷èòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò îäíîãî óíèâåðñàëü-
íîãî ìåòîäà, êîòîðûé îáëàäàë áû ïðåèìóùåñòâàìè âî âñåõ ñèòóà-
öèÿõ. Êàæäûé ìåòîä èìååò ñâîþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, â êîòîðîé îí
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ
è óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ âñåãäà áûëè è îñòàþòñÿ àêòó-
àëüíûìè çàäà÷àìè.
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