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Ведение. Вопрос граничного поведения конформных отображений является
одним из важных, обширных и в тоже время сложных в комплексном анали-
зе. Его изучали и изучают многие известные ученые такие как Г. М. Голузин,
А. И. Маркушевич, И. И. Привалов, К.Каратеодори и многие другие.

В работе приведены две точки зрения рассмотрения вопроса соответствия
границ при конформном отображении: с точки зрения простых концов (введено
К. Каратеодори) и с точки зрения достижимых граничных точек.

Цель работы. Целью работы является: изложение известных результатов
граничного поведения, определение и описание граничных свойств областей
Джона, приведение оценок граничных значений отображений круга на область
Джона, а также проведение исследования, описывающего конформное отобра-
жение на область, которая не является областью Джона.

Объем и структура работы. Бакалаврская работа состоит из введения,
четырех глав, заключения и списка литературы. Первая глава — вводные све-
дения, вторая глава называется соответствие границ при конформном отобра-
жении. Вторая глава состоит из трех разделов: достижимые граничные точки,
простые концы, частные типы областей. Третья глава — области Джона и чет-
вертая глава называется научно-практическое исследование.

Краткое содержание работы. Глава 1. В первой главе работы вводятся
ряд общеизвестных понятий и свойств теории функций комплексного перемен-
ного, которые используются в работе для дальнейшего изучения граничного
поведения конформных отображений. Например, понятия связности множеств,
кривой Жордана, области, континуума, односвязности области, сходимости по-
следовательности функций. Приведен ряд важных теорем.

Теорема 1 (Достаточное условие связности). Всякое множество E, любые две
точки z′, z′′ которого можно соединить непрерывной кривой L, целиком ле-
жащей в E, является областью.

Теорема 2 (Признак связности для ограниченного замкнутого множества).
Ограниченное замкнутое множество F является связным, если

∀z0, z′ ∈ F ∀ε > 0 ∃z0, z1, . . . zn = z′ : |zk − zk−1| < ε, ∀k = 1, n

Теорема 3 (О свойстве области). Любые две точки произвольной области
можно соединить непрерывной кривой, целиком лежащей в этой области.

Теорема 4 (О границе открытого множества). Граница любого открытого
множества — замкнутое множество.
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Глава 2. В этой главе непосредственно рассматриваются известные факты
граничного поведения конформных отображений. Вводятся понятия достижи-
мых граничных точек и простого конца. Доказываются утверждения о соответ-
ствии достижимой точки области точке на окружности при отображении об-
ласти на круг, свойствах простого конца, о взаимно однозначном соответствии
простого конца области и точками окружности, а также о связи простого конца
и достижимой граничной точки. Так приведены и доказаны некоторые свойства
частных типов областей.

Теорема 5. При однолистном отображении области B плоскости z на еди-
ничный круг |ξ| < 1 каждой достижимой граничной точке z1 области B мож-
но поставить в соответствие точку ξ1 на |ξ| = 1 определенную следующим
образом: если z → z1 по любой кривой l1, определяющей z1, то ξ = f(z) → ξ1
причем двум различным достижимым граничным точкам области B соот-
ветствуют две различные точки на единичной окружности. Множество то-
чек F единичной окружности соответствует всем различным достижимым
граничным точкам области B всюду плотно на единичной окружности.

Теорема 6 (Свойства простого конца). Простой конец обладает следующими
свойствами:

1. Простой конец не зависит от последовательности разрезов его опреде-
ляющих.

2. Простой конец области B соответствующий точке ξ0 на единичной
окружности является геометрическим местом всех предельных точек
последовательностей точке области B, соответствующих всевозмож-
ным последовательностям точек круга |ξ| < 1, сходящимся к точке ξ0.

Теорема 7. При однолистном конформном отображении области B на еди-
ничный круг между точками единичной окружности и простыми концами B
существует взаимно однозначное соответствие.

Теорема 8. Пусть E — множество точек границы области B, определяемое
разрезами Cn. Множество E является простым концом области B тогда
и только тогда, когда E содержит не более одной граничной достижимой
точки области B.

Теорема 9. При однолистном конформном отображении области B, ограни-
ченной замкнутой жордановой кривой, на единичный круг |ξ| < 1 отображе-
ние замкнутой области B̄ на замкнутый круг |ξ| 6 1 будет взаимно одно-
значным и непрерывным.
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Теорема 10. Пусть односвязная область B имеет на своей границе анали-
тическую дугу Жордана γ, ни одна внутренняя точка которой не является
предельной для граничных точек, не принадлежащих γ, тогда f(z) является
регулярной во внутренних точках дуги γ и в них f ′(z) 6= 0, то есть имеет
место конформность.

Теорема 11. Пусть все граничные точки ограниченной односвязной области
B являются достижимыми, тогда ее можно единственным образом одно-
листно отобразить на круг |ξ| < 1 так, что три заданные точки z1, z2, z3
границы C области B, расположенные в порядке положительного обхода, пе-
реходят в три заданные точки ξ1, ξ2, ξ3 на окружности |ξ| = 1, также
расположенные в порядке положительного обхода (См. Рисисунок 1).

z1

z2

z3

B

C ξ1

ξ2

ξ3

|ξ|<1

ξ=f(z)

Рисунок 1 — Стрелками показаны направления обхода

Глава 3. В третьей главе рассматривается один из частных типов областей:
области Джона. Вводится понятие области Джона, дается ее аналитическая ха-
рактеристика изучаются и доказываются ее свойства, граничные свойства. При-
водятся оценки граничных значений отображений области Джона на круг.

Пусть M1,M2, . . . — подходящие положительные постоянные.

Предложение 1. Пусть G - область Джона. Если C — поперечное сечение
G, тогда для одной из компонент H области G\C имеет место неравенство

diamH 6M2diamC. (1)
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Теорема 12. Пусть f конформно отображает D на G так, что

df(0) > c diamG. (2)

Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) G — область Джона;

(2) diamf(B(z)) 6M3df(z) где z ∈ D;

(3) существует α, 0 < α < 1 такое, что

|f ′(ζ)| 6M4|f ′(z)|
(

1− |ζ|
1− |z|

)α−1
где ζ ∈ D ∩B(z), где z ∈ D;

(4) существует β > 0 такое, что для всех дуг A ⊂ I ⊂ T,

Λ(A) 6 βΛ(I)⇒ diamf(a) 6
1

2
diamf(I).

Замечание. Функция f непрерывна в D̄ по теореме 2.1. [?] Константы M3,
M4, α, β зависят только друг от друга, от M1 и от c; мы будем использовать
предположение (1.5) только при доказательстве (1)⇒ (2). Можно заменить (4)
на (4’).

(4’) ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

Λ(A) 6 βΛ(I)⇒ diamf(A) 6 ε diamf(I)

для всех дуг A ⊂ I ⊂ T.

Следствие 1. Пусть f конформно отображает D на область Джона. Если
z ∈ D, то

|f(ζ1)− f(ζ2)| 6M8df(z)

(
|ζ1 − ζ2|
1− |z|

)α
, где ζ1, ζ2 ∈ B(z). (3)

Теорема 13. Если

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n (4)

конформно отображает D на область Джона, то
∞∑
n=1

n1+δ|an|2 <∞ для некоторых δ > 0 (5)
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Рисунок 2 — Угол Штольца ∆n — закрашенная часть

Теорема 14. Пусть f конформно отображает D на область Джона G и ζ ∈
T. Тогда выполняются следующие условия:

1) Если f ′(ζ) 6=∞, тогда

f(z)− f(ζ)

z − ζ
→ f ′(ζ) при z → ζ, z ∈ D̄. (6)

2) Если f изогональна в ζ, то существует γ такая, что

arg
f(z)− f(ζ)

z − ζ
→ γ при z → ζ, z ∈ D̄ (7)

и ∂G имеет касательную к f(ζ) [?] (См. Рисунок 2.)

Глава 4. В четвертой главе проводится небольшое научно-практическое ис-
следование. Нужно отобразить отрезок действительной оси на верхнюю ком-
плексную полуплоскость с разрезом, исходящим из нулевой точки по дуге окруж-
ности с помощью формулы Кристофеля-Шварца и отследить поведение и ди-
намику построения точек равномерного разбиения отрезка.

1

f(w, t)
=

1
w∫

0

(1− γw)dw

(1− αw)2(1− βw)
=

β − γ
(α− β)2

log
w − α
w − β

+
α− γ
α− β

1

w − α
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где γ = 2α + β, β = α + 2
√
−απ, α(3α + 4

√
−απ) = −6t и t — параметр.

Для решения этой задачи использовался пакет Wolfram Mathematica 11.

Рисунок 3 — Точки разреза по дуге окружности

На графике (См. Рисунок 3) мы наблюдаем, что точки равномерного разбие-
ния отрезка в одной плоскости при отображении с помощью формулы Кристофеля-
Шварца переходят в точки разреза вдоль дуги окружности, причем чем дальше
мы отдаляемся от нулевой точки, тем больше сгущаются точки разреза. Чем
ближе мы приближаемся к нулевой точке, тем большее разрежение получаем
между точками. Следовательно, точки равномерного разбиения при отображе-
нии одной плоскости становятся кратными точками другой плоскости и нахо-
дятся на разных берегах разреза, идущего вдоль дуги окружности.

Заключение. Целью работы являлось: изложение известных результатов
граничного поведения, определение и описание граничных свойств областей
Джона, приведение оценок граничных значений отображений круга на область
Джона, а также проведение исследования, описывающего конформное отобра-
жение на область, которая не является областью Джона. В каждом случае все
свойства и оценки приведены и доказаны.
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