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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуализация проблемы. Отображение Гаусса 
 

1 {1/ }n nx x  , )1,0(nx  

 

(фигурные скобки обозначают операцию выделения дробной части числа) 

является исторически первой динамической системой теории чисел, демон-

стрирующей хаотической поведение. Вид отображения показан на рисунке 1. 

Отображение имеет счетное число разрывов, сгущающихся при приближе-

нии к нулю. 

 
Рисунок 1 . Отображение Гаусса 

 

Интерес к отображению Гаусса обусловлен не только историческим и мате-

матическим аспектами, но и содержательным физическим приложением, ко-

торое данное отображение нашло в релятивистской космологии. 

Гаусс рассматривал разложение произвольного дробного иррациональ-

ного числа 0x  в непрерывную дробь. Итерационная процедура этого разло-

жения состоит в последовательном вычислении целых и дробных частей от 

величин, обратных правильным дробям, полученным на предшествующем 

этапе алгоритма, т.е. на первом шаге вычисляется дробная величина 

1 0{1/ }x x , на втором шаге – дробная величина 2 1{1/ }x x  и т.д. Попутно оп-

ределяется серия целых величин ( 1 01/a x    , 2 11/a x     и т.д.), являющихся 

коэффициентами цепной дроби. В результате этого процесса, "генератором" 
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которого является преобразование Гаусса 1 {1/ }n nx x  , n=0,1,2,…, получают-

ся все новые и новые компоненты цепной дроби: 
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 Гаусс ставил сугубо вероятностную задачу, полагая начальное значе-

ние 0x  равномерно распределенной случайной величиной. Соответственно 

все последующие значения nx  и na  являются случайными, поскольку опре-

деляются нелинейными преобразованиями случайной величины 0x . В главе 1 

будут даны соотношения для элементов (неполных частных, коэффициентов) 

непрерывной дроби na  и дробных величин nx  как функций разлагаемой ве-

личины (величину n na x  называют полным частным).  

Гауссу было известно уравнение, которому подчиняются вероятност-

ные распределения случайных величин nx , но он не ставил целью записать 

точные выражения для распределений вида ( ) { }n nF x P x x  . Гаусс полагал, 

что с ростом «этажности» непрерывной дроби вероятностные законы для со-

ставляющих разложения имеют тенденцией стремление к вполне определен-

ному равновесному (инвариантному) распределению, которое уже не зависит 

от «учиняемого» над случайными величинами функционального преобразо-

вания: 
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lim ( ) ( ) .

ln2 1

x

n st
n
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F x F x
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Зная данное инвариантное распределение, Гаусс ставил задачей оце-

нить скорость установления равновесного распределения под действием не-

линейного преобразования 1 {1/ }n nx x  .  

Сформулированную выше задачу Гаусс решить не смог. Она оказалась 

гораздо более сложной, чем аппроксимационная задача по оценке скорости 

приближения самой непрерывной дроби к ее естественному пределу – разла-
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гаемому числу. Оценки сходимости исходного распределения случайного 

числа к инвариантному распределению были получены в XX столетии, после 

того как задача стала известной математикам из опубликованных архивных 

материалов [1–15]. 

Безусловный приоритет в решении задачи Гаусса принадлежит россий-

ским математикам. Родион Осиевич Кузьмин в 1928 г. первым представил 

свой вариант решения задачи Гаусса [3,4], и сегодня в математической лите-

ратуре прочно утвердилась терминология: "теорема Гаусса–Кузьмина", "тео-

рема Кузьмина", "константа Гаусса–Кузьмина–Леви–Вирсинга–Бабенко" 

(речь идет о втором собственном значении оператора Перрона–Фробениуса 

для отображения Гаусса; оно играет определяющую роль при оценке пере-

мешивающих свойств отображения). В 1935 г. Александр Яковлевич Хинчин, 

подробно рассмотрев результат Р.О. Кузьмина, представил задачу Гаусса как 

первую задачу метрической теории непрерывных дробей [5]. Небезынтересно 

и то, что в первой половине прошлого столетия уточнение результата проис-

ходило в форме своеобразного "соревнования", синергии и конкуренции двух 

математиков – Р.О. Кузьмина и француза Поля Леви [6 – 9].  

Современное прочтение задачи Гаусса базируется на исследовании 

свойств линейных эволюционных операторов, естественным образом ассо-

циированных с отображением Гаусса – операторов Перрона–Фробениуса и 

Купмана. Первые работы в этом направлении выполнены Э. Вирсингом, 

Д. Майером, К.И. Бабенко, М. Иосифеску [10–15].  

Оператор Перрона–Фробениуса непосредственно описывает эволюцию 

вероятностных распределений, обусловленную хаотическим преобразовани-

ем, а второй названный оператор – изометрический оператор Купмана широ-

ко используется для описания (спектральных) свойств отображения как ди-

намической системы. При получении конкретных результатов рассматрива-

ют сужение операторов на вполне определенные функциональные подпро-

странства. Инвариантные подпространства, получаемые по линии различных 

операторов, являются разными, хотя вид операторов может и совпадать. 

Цель выпускной квалификационной работы – теоретический и числен-

ный анализ динамических свойств отображения Гаусса и ассоциированного с 

ним оператора Перрона-Фробениуса. Эти свойства раскрываются в шести 

главах, где последовательно в качестве рассмотренных задач отражаются:  
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алгоритм соотнесения отображения с процессом разложения числа в 

непрерывную дробь; 

демонстрация хаотических свойств отображения (положительность по-

казателя Ляпунова); 

наличие периодических орбит;  

вывод выражения для оператора Фробениуса-Перрона для отображения 

Гаусса; 

обзор теоретических результатов по решению спектральной задачи для 

оператора Перрона-Фробениуса для отображения Гаусса и расщеплению ди-

намических корреляций в системе Гаусса; 

численная иллюстрация установления равновесного распределения в 

тестовой системе и системе Гаусса. 

Структура работы. Выпускная кавлификационная работа состоит из 6 

глав, введения, заключения, списка использованных источников. Всего 65 с. 

м.п.т. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении дается общая характеристика работы. В главе 1 рассмат-

риваются Случайные величины в задаче Гаусса и законы их преобразования. 

В главе 3 дается характеристика отображения Гаусса как хаотической дина-

мической системы. В главе 3 выявляются циклы и апериодические траекто-

рии отображения Гаусса. В главе 4 демонстрируется аналитический расчет 

показателя Ляпунова для отображения Гаусса. В главе 5 детально рассматри-

вается структура операторов Перрона-Фробениуса и Купмана для отображе-

ния Гаусса, в том числе в контексте задачи расцепления корреляций в хаоти-

ческой динамической системе. В главе 6 аналитически (для квадратичного 

отображения Улама-фон Неймана 1 4 (1 ), (0,1)n n n nx x x x    , обладаю-

щего инвариантной плотностью * 2 1
( ) arcsin , (0,1)

(1 )

d
f x x x

dx x x 
  


) 

и численно (для отображения Гаусса) изучаются трансформационные свой-

ства оператора Перрона-Фробениуса – скорость сходимости начального рас-

пределения к инвариантному. 
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Графические результаты главы 6 работы представлены на рисунках 2 и 

3. Рисунок 2 демонстрирует сходимость начального равномерного распреде-

ления к инвариантному в процессе итераций отображения Улама-фон Ней-

мана.  

 

 
 

Рисунок 2. Сходимость начального равномерного распределения 

к инвариантному распределению под действием оператора Перрона-Фробениуса 

для отображения 1 4 (1 ), (0,1)n n n nx x x x     
 

На рисунке 3 иллюстрируется процесс сходимости начального равно-

мерного распределения к инвариантному для отображения Гаусса. Соответ-

ствующий оператор Перрона-Фробениуса имеет сложный вид, содержа бес-

конечное число слагаемых: 

2
1

1 1
( )

( )k

Pf x f
x k x k





 
  

  
 . 

 

Инвариантная плотность и закон распределения задаются выражениями: 

* 1 1
( ) , (0,1)

ln21
f x x

x
 


; 

* *

2

0 0

1 1
( ) ( ) ln(1 ) log (1 )

ln2 1 ln2

x x
dt

F x f t dt dt x x
t

     
  . 
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Рисунок 3. Сходимость начального равномерного распределения 

к инвариантному распределению под действием оператора Перрона-Фробениуса 

для отображения Гаусса 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Одна из целей нашего рассмотрения – показать, что имя К.Ф. Гаусса 

связано с историей развития теории детерминированного хаоса в различных 

аспектах. Он ввел в рассмотрение нелинейное разностное уравнение, опреде-

ляющее на основе алгоритма Евклида коэффициенты и дробные остатки при 

разложении иррационального дробного числа в непрерывную дробь. Судя по 

изначальной формулировке, Гаусс трактовал полученное отображение как 

сугубо стохастическое уравнение, в которое случайность входит в наиболее, 

пожалуй, "скрытой" форме – не через коэффициенты и не через "внешнее" 

случайное воздействие, а через начальные условия.  

Если же интерпретировать отображение Гаусса как детерминированное 

уравнение, то процесс преобразований определяет динамическую систему. 

Первым такую трактовку для отображения Гаусса ввел А.Я. Хинчин. В таком 

качестве отображение Гаусса сегодня и рассматривается в эргодической тео-

рии. 
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В работе отражены различные вопросы, связанные с отображением Га-

усса: прослежен генезис преобразования; проведено построение фундамен-

тальных интервалов единичного сегмента, соотнесенных с этим отображени-

ем; отмечено фундаментальное свойство отображения – его точность, обу-

словливающая в свою очередь свойства эргодичности и перемешивания; 

проведена запись циклов отображения в терминах цепных дробей; дано оп-

ределение оператора Перрона–Фробениуса по мере Лебега и инвариантной 

мере; рассмотрены сужения оператора Перрона–Фробениуса на различные 

банаховы пространства и соответствующие им решения задачи Гаусса. Крат-

ко прослежена 80-летняя история поиска оценок скорости установления рав-

новесного распределения и расцепления корреляций в динамической систе-

ме, определяемой отображением Гаусса.  

Отображение Гаусса имеет интересное приложение в однородных ани-

зотропных моделях эволюции Вселенной вблизи особой точки решения 

уравнений Эйнштейна, давая исчерпывающее вероятностное описание длин 

казнеровских эпох, из которых складывается процесс эволюции пространст-

венно-временной метрики.  
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