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Œ·˘‡ˇ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ ‡·ÓÚ˚

¿ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÚÂÏ˚
ƒÎˇ ÓÔËÒ‡ÌËˇ ÔÓ‚Â‰ÂÌËˇ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÓ ÒÎÓÊÌ˚Ï ı‡‡ÍÚÂÓÏ

Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ „ÂÓÏÂÚË˛ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ËÎË ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË. Œ‰ÌÓÈ ËÁ ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ‚‡ÊÌ˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ‚ Ù‡ÁÓ-
‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÚËÔÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ËıÒˇ ‰‚ËÊÂÌËÈ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‚ÓÁ‚‡Ú œÛ‡ÌÍ‡Â.
¬ÓÁ‚‡˘‡ÂÏÓÒÚ¸ ÔÓ œÛ‡ÌÍ‡Â ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÓÈ Ô‡Í-
ÚË˜ÂÒÍË Î˛·‡ˇ Ù‡ÁÓ‚‡ˇ Ú‡ÂÍÚÓËˇ, ËÒıÓ‰ˇ˘‡ˇ ËÁ Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË,
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á ‚Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓÈ‰ÂÚ ‚ ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓˇÌËˇ. ŒÒÌÓ‚ÌÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÈ ‰Îˇ ÓˆÂÌÍË ÒÓ-
ÒÚÓˇÌËˇ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËˇ ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËˇ ‚Ó ‚Â-
ÏÂÌË ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‚ÂÏˇ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â. ƒ‚ËÊÂÌËˇ ‚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı,
‰Îˇ ÍÓÚÓ˚ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‚ÓÁ‚‡Ú˚, œÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡Á‚‡Î ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË ÔÓ œÛ‡ÒÒÓÌÛ.

¿Ì‡ÎËÁ ÒËÒÚÂÏ, ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ÔÓ œÛ‡ÒÒÓÌÛ, ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı
ÔÓ·ÎÂÏ ÚÂÓËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ. —‡Ï‡ˇ ÔÂ‚‡ˇ ‡·ÓÚ‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ˝ÚÓÏ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ·˚Î‡ ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡Ì‡ Â˘Â ‚ XIX ‚ÂÍÂ, „‰Â ·˚Î‡ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì‡ ÚÂÓ-
ÂÏ‡ œÛ‡ÌÍ‡Â Ó ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÏÓÒÚË. –‡·ÓÚ˚ XX ‚ÂÍ‡ ·˚ÎË ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÔÓÒ‚ˇ˘Â-
Ì˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËˇ ÚÂÓÂÏ˚ œÛ‡ÌÍ‡Â
Ë ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‰Îˇ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚. “ÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÌÂÒÏÓÚ-
ˇ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ë ÏÌÓ„ÓÎÂÚÌ˛˛ ËÒÚÓË˛, Ë‰Âˇ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÏÓÒÚË
ÒÎÓÊÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÒÚÓˇÌËˇ ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÌˆÂÔˆËÈ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ Ì‡ÛÍË. — ÛÍÂÔÎÂÌËÂÏ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ˚ı ÚÂı-
ÌÓÎÓ„ËÈ ÔÓˇ‚ËÎÒˇ ÌÓ‚˚È ÏÂÚÓ‰ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â,
ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËË. œÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‡·ÓÚ˚ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÔÓ-
Ò‚ˇ˘ÂÌ˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‚ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌËË ÛÊÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÚÂÓÂ-
ÚË˜ÂÒÍËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËˇ.

»‰Âˇ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ÔÓÁ‚ÓÎˇÂÚ Ò Â‰ËÌ˚ı ÔÓÁËˆËÈ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ú‡ÍËÂ
ÔÓˆÂÒÒ˚ Í‡Í ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÍÎËÏ‡Ú‡, ÒÓÎÌÂ˜ÌÓÈ ‡ÍÚË‚ÌÓÒÚË, ‰ËÌ‡ÏËÍË ÔÓÔÛÎˇˆËÈ,
ËÁÏÂÌÂÌËˇ Ì‡ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚˚ı ˚ÌÍ‡ı, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ˝ÔË‰ÂÏËÈ, ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ƒÕ ,
Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ÔÓÎÂÁÌÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ ËÁ Á‡¯ÛÏÎÂÌÌÓ„Ó Ë ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ. ÃÌÓ„ÓÎÂÚÌË-
ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËˇÏË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ÏÌÓ„ËÂ ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚ ‚ ÔËÓ‰Â
Ë Ó·˘ÂÒÚ‚Â ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛ÚÒˇ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÏÓÒÚË. »ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒÚ‡ÚË-
ÒÚËÍË ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÓ Ì‡ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËˇ.

“ÂÓËˇ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ‡ ‰Îˇ Â¯ÂÌËˇ ˇ‰‡ ÔËÍÎ‡‰Ì˚ı
Á‡‰‡˜ ‰Ë‡„ÌÓÒÚËÍË. ÕÂ‰‡‚ÌËÂ ‡·ÓÚ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒÚ‡ÚËÒÚË˜Â-
ÒÍËı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌ‡
Ù‡ÍÚ‡Î¸Ì‡ˇ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ, ÒÚ‡¯ËÈ ÎˇÔÛÌÓ‚ÒÍËÈ ÔÓÍ‡Á‡-

2



ÚÂÎ¸.  ÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÌÂ‰‡‚ÌËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ
Ë „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ ÚÂÓËË ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰Ë‡„ÌÓÒÚËÓ‚‡Ì ˝ÙÙÂÍÚ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÒËÌıÓÌËÁ‡ˆËË.

  Ì‡ÒÚÓˇ˘ÂÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÁ‰‡Ì‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÚÂÓËˇ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡Ì-
Í‡Â, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡ˇ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ Í‡Í ‚
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓˇÌËˇ (ÎÓÍ‡Î¸Ì‡ˇ ÚÂÓËˇ ËÎË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÔÓ‰ıÓ‰), Ú‡Í
Ë ‚Ó ‚ÒÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ („ÎÓ·‡Î¸Ì‡ˇ
ÚÂÓËˇ). œË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ‚ÓÁ‚‡Ú˚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒˇ ‚ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓˇÌËˇ. œË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÔÓ‚Ó‰ˇÚÒˇ ‰Îˇ ‚ÒÂ„Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓÓÂ ‡Á-
·Ë‚‡ÂÚÒˇ Ì‡ ˇ˜ÂÈÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó ‡ÁÏÂ‡, ‰Îˇ Í‡Ê‰ÓÈ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒˇ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍ‡
‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â Ë Á‡ÚÂÏ ÔÓ‚Ó‰ËÚÒˇ ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂ.

›„Ó‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÏÂ˛Ú ÓÒÓ·ÂÌÌÛ˛ ‰ËÌ‡ÏËÍÛ ÔÓ‚Â‰ÂÌËˇ, ı‡‡ÍÚÂ-
ËÁÛ˛˘Û˛Òˇ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓ˜ÚË Í‡Ê‰ÓÂ ÒÓÒÚÓˇÌËÂ Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÓˇÚÌÓÒÚ¸˛
Ì‡ıÓ‰ËÚÒˇ ‚·ÎËÁË Î˛·Ó„Ó ‰Û„Ó„Ó ÒÓÒÚÓˇÌËˇ ÒËÒÚÂÏ˚. Õ‡ ‰‡ÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËÂÏ (‚
ı‡ÓÚË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı) ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÔÓ·ÎÂÏÓÈ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ıÓÓ¯Ó ËÁÛ˜ÂÌÌÓÈ Í‡Í
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË, Ú‡Í Ë ˜ËÒÎÂÌÌÓ. œËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËÏ ÒËÒÚÂÏ‡Ï ·ÂÁ ÔÂ-
ÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ ˇ‰ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚1, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‰Îˇ ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. ÀËÌÂÈÌ˚È Ò‰‚Ë„ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÓÚ-
‚Â˜‡ÂÚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ Í‚‡ÁËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ÒÂ˜ÂÌËË „Î‡‰ÍÓ„Ó ‰‚ÛÏÂÌÓ-
„Ó ÚÓ‡. œÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‰ËÌ‡ÏËÍ‡ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ Ò
‚ÌÂ¯ÌËÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ. ≈ÒÎË Ô‡‡ÏÂÚ ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËˇ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡
‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î (↵ ⌧ 1) Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ Ú‡Í ÊÂ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ Ï‡-
ÎÓÈ, ÚÓ Ó·‡ÁÓÏ ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ‰‚Ûı˜‡ÒÚÓÚÌ˚ı Í‚‡ÁËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚
ÚÂıÏÂÌÓÏ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ ·Û‰ÂÚ „Î‡‰ÍËÈ ‰‚ÛÏÂÌ˚È ÚÓ. ¬ ÒÂ-
˜ÂÌËË ‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó ÚÓ‡ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÛ˛ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÍË‚Û˛, ·ÎËÁÍÛ˛
Í ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡ˇ ÙÓÏËÛÂÚÒˇ ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË
Ò ÒÂÍÛ˘ÂÈ œÛ‡ÌÍ‡Â. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚË ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÈ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÈ ‰‚Ûı˜‡ÒÚÓÚÌ˚Â
Í‚‡ÁËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËˇ ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË ˝ÙÙÂÍÚ‡ÏË
ÔÂÌÂ·Â„‡ÂÚÒˇ. — Û˜ÂÚÓÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡, Í ÔËÏÂÛ, Ô‡‡ÏÂÚ ‚ÓÁ·ÛÊ‰Â-
ÌËˇ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ ÌÂ ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ Ï‡Î˚ÏË, ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ œÛ‡ÌÍ‡Â
‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó ÚÓ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒˇ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï. ¬ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ Ó ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‰Îˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï. ŒÒÌÓ‚Ì˚Ï

1 ¬. ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜, ›. ”„‡Î¸‰Â, ’. ”Ë‡Ò. ‘‡ÍÚ‡Î¸Ì˚Â ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ‰Îˇ ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËÈ œÛ‡ÌÍ‡Â // Ã.-

»ÊÂ‚ÒÍ: –’ƒ, 2011. – —. 290. V. Afraimovich, E. Ugalde, J. Urias. Fractal Dimension for Poincaré Recurrences //

Elsevier, 2006. – P. 258.
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‚˚‚Ó‰ÓÏ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÚÂÓËË ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÚÓ, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡
‰Îˇ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ. ◊ÚÓ ÔÓËÁÓÈ‰ÂÚ ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌËÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ·Û‰ÂÚ ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï?  ‡Í ÔÓ‚ÎËˇÂÚ Ì‡ ÒÚ‡-
ÚËÒÚËÍÛ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â Û˜ÂÚ ¯ÛÏÓ‚˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ? ›ÚË ‚ÓÔÓÒ˚ ‰Ó Ì‡-
ÒÚÓˇ˘Â„Ó ‚ÂÏÂÌË ˇ‚ÎˇÎËÒ¸ ÓÚÍ˚Ú˚ÏË, Ë ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË Ì‡
ÌËı ‰‡ÂÚÒˇ ÓÚ‚ÂÚ.

¬ÒÂ ‚˚¯ÂÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ‚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚË Ë ÒÎÛÊËÚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂÏ ‰Îˇ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË ˆÂÎË Ë Á‡‰‡˜ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ.

÷ÂÎ¸˛ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‡Ò¯ËÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË ÔËÏÂÌË-
ÏÓÒÚË ÚÂÓËË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â, ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓÈ ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈ-
ÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, Í ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËÏ ÒËÒÚÂÏ‡Ï ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ. ¬ Í‡-
˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂÓ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÎËÌÂÈÌÓÂ Ë ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË,
ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ ÔË ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ı ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÚ‡ÌÌ˚È ÌÂı‡ÓÚË˜ÂÒÍËÈ ‡ÚÚ‡ÍÚÓ.
 ÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎˇÂÚ ËÌÚÂÂÒ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÂÏÂÌ
‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÔËÏÂÓ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ – ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÏ
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÏ ÓÒˆËÎÎˇÚÓÂ. ƒÎˇ ‚ÒÂı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÎ‡ÌËÛÂÚ-
Òˇ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÏÛÎ¸ÚËÙ‡ÍÚ‡Î¸Ì˚ı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÂÏÂÌ
‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÔÛÚÂÏ ‡Ò˜ÂÚ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡.

ƒÎˇ ‰ÓÒÚËÊÂÌËˇ ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ ˆÂÎË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ·˚ÎÓ Â¯ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Á‡‰‡˜Ë:

1. »ÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÔËÏÂÌËÏÓÒÚ¸ ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓÈ ÚÂÓËË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡-
Â Í ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. ¬˚ˇ‚ËÚ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ÌÂÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Ëˇ.

2. »ÁÛ˜ËÚ¸ ‚ÎËˇÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ Ì‡ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â
‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË Í‡Í ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ, Ú‡Í Ë ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ ÒÎÛ˜‡ˇı.

3. –‡Á‡·ÓÚ‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËˇ Í‡ÎË·Ó‚Ó˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ë ‚˚˜ËÒÎÂÌËˇ ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‰Îˇ ‡ÁÎË˜Ì˚ı
˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ, ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ë ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡Â‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË ‰Ó·‡‚ÎÂÌËË
·ÂÎÓ„Ó „‡ÛÒÒÓ‚ÒÍÓ„Ó ¯ÛÏ‡.

4. Õ‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‚˚ˇ‚ËÚ¸
ÛÒÎÓ‚Ëˇ ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ
‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ.

5. œÓ‚ÂÒÚË ‡Ì‡ÎËÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏ-
ÌÓÏ „ÂÌÂ‡ÚÓÂ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ-
‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ.

6. œÓ‚ÂÒÚË ‡Ì‡ÎËÁ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ
ÒÂ˜ÂÌËË „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ – ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡ˇÚ-
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ÌËÍ‡ ÔÓ‰ ‚ÌÂ¯ÌËÏ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ. ”ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÚËÔ Í‡ÎË·Ó-
‚Ó˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ‡ÁÏÂÌÓÒÚÂÈ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ ˝ÚËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

7. œÓ‚ÂÒÚË ‡Ò˜ÂÚ˚ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â Ë ‚˚-
˜ËÒÎËÚ¸ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ Ì‡ ÒÚ‡ÌÌÓÏ ÌÂ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÏ
‡ÚÚ‡ÍÚÓÂ ‚ ÎÓ„ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ‚·ÎËÁË ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÓÊ-
‰ÂÌËˇ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡ÓÒ‡.
ŒÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËˇ Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ‚˚ÌÓÒËÏ˚Â Ì‡ Á‡˘ËÚÛ:

1. ¬ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËÂÏ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÓÚ ‡ÁÏÂ-
Ó‚ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÔË Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ı ‚‡˘ÂÌËˇ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎˇÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛, ÍÓÚÓ‡ˇ ‰Îˇ ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ, ÓÚ‚Â˜‡˛˘Ëı ÁÓ-
ÎÓÚÓÏÛ Ë ÒÂÂ·ˇÌÓÏÛ ÒÂ˜ÂÌËˇÏ, ·˚Î‡ Ì‡Á‚‡Ì‡ «ÀÂÒÚÌËˆÂÈ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».
◊ËÒÎÂÌÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË ‰ÓÍ‡Á‡Ì˚ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡
«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë»: ¯ËËÌ‡ Ë ‚˚ÒÓÚ‡ ÒÚÛÔÂÌÂÍ ÎÂÒÚÌËˆ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛Ú ‚ÂÎË˜ËÌÂ | ln ⇢|, „‰Â ⇢ – ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ.

2. ¬ÎËˇÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËÂ ‡‰‰ËÚË‚ÌÓ„Ó ¯ÛÏ‡ ‚ ÒËÒÚÂÏ˚, ÔÓÓÊ-
‰‡˛˘ËÂ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ, ‚Â‰ÂÚ Í ‡ÁÛ¯ÂÌË˛
ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». ›Ú‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÚÂÏËÚ-
Òˇ Í ÎËÌÂÈÌÓÈ, ÌÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ ÔÓ
‚ÂÎË˜ËÌÂ ·ÎËÁÍÓÈ Í Â‰ËÌËˆÂ.

3. ƒÎˇ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ, Â‡ÎËÁÛÂÏ˚ı ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ÒÂ˜ÂÌËˇı ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡
¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ Ë ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ ÒÚ‡ÌÌÓÏ ÌÂı‡Ó-
ÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡ÚÚ‡ÍÚÓÂ ‘ÂÈ„ÂÌ·‡ÛÏ‡ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍ‡ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ı‡‡ÍÚÂ-
ËÁÛÂÚÒˇ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡, ‡‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂ.
Õ‡Û˜Ì‡ˇ ÌÓ‚ËÁÌ‡: ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÓÔÂ‰ÂÎˇÂÚÒˇ

ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ:
1. ¬ÔÂ‚˚Â ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ

Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÓÚ ‡ÁÏÂ‡
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, Ì‡Á‚‡ÌÌÓÈ «ÀÂÒÚÌË-
ˆÂÈ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».  ÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË Á‡‚ËÒˇÚ ÓÚ ˜ËÒÎ‡
‚‡˘ÂÌËˇ Ë ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘Ëı Í ˜ËÒÎÛ ‚‡˘ÂÌËˇ ‰Ó·ÂÈ.

2. —ÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». œË‚Â‰ÂÌ‡
‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÓÚ ‡ÁÏÂ-
‡ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ‰Îˇ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ.

3. –‡ÒÒÏÓÚÂÌÓ ‚ÎËˇÌËÂ ÚËÔ‡ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ (‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚Ó ËÎË ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚Ó,
‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ ËÎË Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌÓÂ) Ì‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ì‡
‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËˇ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡.
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4. ƒÎˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ÎËˇÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË Ë ¯ÛÏ‡ Ì‡
«ÀÂÒÚÌËˆÛ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».

5. –‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëˇ ÔÓÎÛ˜ÂÌËˇ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ‰Îˇ ÏÌÓÊÂÒÚ‚,
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ÒÂ˜ÂÌËˇı ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì
‰Â œÓÎˇ Ë ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡ (ÔËÏÂ‡ „‡ÏËÎ¸-
ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚).

6. œË ÔÓÏÓ˘Ë ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËˇ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË ‰ÓÍ‡-
Á‡ÌÌ˚È ‰Îˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝„Ó-
‰Ë˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡
ËÏÂÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ Â‰ËÌËˆÂ.

Õ‡Û˜Ì‡ˇ Ë Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸. ƒËÒÒÂÚ‡ˆËÓÌÌ‡ˇ ‡·ÓÚ‡ ‡Ò¯Ë-
ˇÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔËÏÂÌÂÌËˇ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÔË ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ. ¬ ıÓ‰Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ‚ÔÂ‚˚Â
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡-
Â ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, Ì‡Á‚‡ÌÌÓÈ
«ÀÂÒÚÌËˆÂÈ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». ”ÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ ‚ÎËˇÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ Ì‡ ı‡‡ÍÚÂ ˝ÚÓÈ
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÂÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡ˇ Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ÒÂ˜ÂÌËˇı ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „Â-
ÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ Ë ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡. ”ÒÚ‡ÌÓ‚-
ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ËÏÂÂÚ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ Â‰ËÌËˆÂ. Ã‡ÚÂË‡Î˚ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒˇ ‚ ÍÛÒ‡ı ÎÂÍ-
ˆËÈ ÔÓ ÚÂÓËË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ.

Õ‡Û˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ‡ÏÍ‡ı ‚˚ÔÓÎÌÂÌËˇ „‡ÌÚÓ‚ –‘‘» π 13-
02-00216 Ë 14-52-12002.

ƒÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚ¸ Ì‡Û˜Ì˚ı ‚˚‚Ó‰Ó‚ ‡·ÓÚ˚ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒˇ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂÏ
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ, Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË ÒÚÓ„ÓÈ ÚÂÓËË,
ÍÓ„‰‡ Ú‡ÍÓ‚˚Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú. –‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓÂ ÔÓ„‡ÏÏÌÓÂ Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËÂ ÚÂÒÚËÓ-
‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡ ‡ÌÂÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı Ë ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ı. ¬ÒÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ ‚ÓÒÔÓËÁ‚Ó‰ËÏ˚ Ë ÌÂ Á‡‚ËÒˇÚ ÓÚ ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚ı ÒıÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡.

¿ÔÓ·‡ˆËˇ ‡·ÓÚ˚. ŒÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ì‡Û˜Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ·˚ÎË
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ÏÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚ı ÍÓÌÙÂÂÌˆËˇı:

• ÃÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡ˇ ÍÓÌÙÂÂÌˆËˇ, ÔÓÒ‚ˇ˘ÂÌÌ‡ˇ Ô‡ÏˇÚË À.œ. ÿËÎ¸ÌËÍÓ‚‡, 1–5
Ë˛Îˇ 2013, ÕËÊÌËÈ ÕÓ‚„ÓÓ‰

• ÃÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡ˇ ÍÓÌÙÂÂÌˆËˇ “Nonlinear Dynamics of Deterministic and
Stochastic systems: Unraveling Complexity”, 19–21 Ï‡ˇ 2014, —‡‡ÚÓ‚

• ÃÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡ˇ ÍÓÌÙÂÂÌˆËˇ “International Symposium Topical Problems of
Nonlinear Wave Physics (NWP-2014)”, 17–23 Ë˛Îˇ 2014, ÕËÊÌËÈ ÕÓ‚„ÓÓ‰
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• ÃÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì‡ˇ ÍÓÌÙÂÂÌˆËˇ “Saratov Fall Meeting”, 23–26 ÒÂÌÚˇ·ˇ 2014,
—‡‡ÚÓ‚

ÀË˜Ì˚È ‚ÍÎ‡‰. ¬ÒÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ, ·˚ÎË
ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÎË˜ÌÓ ‡‚ÚÓÓÏ. ¬ÒÂ ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ ÔË ÔÓÏÓ-
˘Ë ÔÓ„‡ÏÏÌÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËˇ, ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓ„Ó ‡‚ÚÓÓÏ. “‡ÍÊÂ ‡‚ÚÓ ÔËÌËÏ‡Î
‡ÍÚË‚ÌÓÂ Û˜‡ÒÚËÂ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ Á‡‰‡˜ Ë ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı.

œÛ·ÎËÍ‡ˆËË. ŒÒÌÓ‚Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓ ÚÂÏÂ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË ËÁÎÓÊÂÌ˚ ‚ 10
ÔÂ˜‡ÚÌ˚ı ËÁ‰‡ÌËˇı (7 ÒÚ‡ÚÂÈ ‚ ÊÛÌ‡Î‡ı, ÂÍÓÏÂÌ‰Ó‚‡ÌÌ˚ı ¬¿  [1–7] Ë 3 ‡·Ó-
Ú˚ ‚ Ò·ÓÌËÍ‡ı ÚÂÁËÒÓ‚ ÍÓÌÙÂÂÌˆËÈ [8–10]).

Œ·˙ÂÏ Ë ÒÚÛÍÚÛ‡ ‡·ÓÚ˚. ƒËÒÒÂÚ‡ˆËˇ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‚‚Â‰ÂÌËˇ, Ú∏ı „Î‡‚,
Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËˇ, ÔËÎÓÊÂÌËˇ Ë ÒÔËÒÍ‡ ˆËÚËÛÂÏÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛ˚. œÓÎÌ˚È Ó·˙ÂÏ ‰ËÒ-
ÒÂÚ‡ˆËË 132 ÒÚ‡ÌËˆ˚ ÚÂÍÒÚ‡ Ò 55 ËÒÛÌÍ‡ÏË. —ÔËÒÓÍ ÎËÚÂ‡ÚÛ˚ ÒÓ‰ÂÊËÚ
130 Ì‡ËÏÂÌÓ‚‡ÌËÈ.

—Ó‰ÂÊ‡ÌËÂ ‡·ÓÚ˚

¬Ó ‚‚Â‰ÂÌËË Ó·ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒˇ ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÚÂÏ˚ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË,
ÔÓ‚Ó‰ËÚÒˇ Í‡ÚÍËÈ Ó·ÁÓ ËÏÂ˛˘ËıÒˇ ‚ Ì‡Û˜ÌÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÓ ÚÂÏÂ
ÔÓ‚Ó‰ËÏÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ, ÓÔÂ‰ÂÎˇ˛ÚÒˇ ˆÂÎË Ë Á‡‰‡˜Ë ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ, ÙÓÏÛ-
ÎËÛ˛ÚÒˇ ÔÓÎÓÊÂÌËˇ Ë ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ‚˚ÌÓÒËÏ˚Â Ì‡ Á‡˘ËÚÛ.

œÂ‚‡ˇ „Î‡‚‡ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÔÓÒ‚ˇ˘ÂÌ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌË˛ ‚ÓÁ‚‡-
ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÔË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â, Ì‡ıÓÊ‰ÂÌË˛
‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ë ‚˚ˇ‚ÎÂÌË˛
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÌÂÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÈ Ò ÚÂÓËÂÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ-
„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

ƒÎˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‡Á‡·ÓÚ‡Ì‡ ÚÂÓËˇ ‚ÓÁ-
‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â, ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ‚˚‚Ó‰ÓÏ ÍÓÚÓÓÈ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÚÓ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏË-
ÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂ2:

lnh⌧infi ⇠ � d

↵C
ln ", (1)

„‰Â d – ÂÏÍÓÒÚÌ‡ˇ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ↵C – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡, " – ‡ÁÏÂ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ, Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â ‡Á·Ë‚‡ÂÚÒˇ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó, h⌧infi – ˝ÚÓ ÒÂ‰ÌÂÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚ÂÏˇ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â, ÍÓÚÓÓÂ ‚˚-
˜ËÒÎˇÂÚÒˇ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ¬ÒÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÍ˚‚‡ÂÚÒˇ
ˇ˜ÂÈÍ‡ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‡ÁÏÂ‡ " („ÎÓ·‡Î¸Ì˚È ÔÓ‰ıÓ‰), ‰Îˇ Í‡Ê‰Ó„Ó

2¬. ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜, ›. ”„‡Î¸‰Â, ’. ”Ë‡Ò. ‘‡ÍÚ‡Î¸Ì˚Â ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ‰Îˇ ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËÈ œÛ‡ÌÍ‡Â // Ã.-

»ÊÂ‚ÒÍ: –’ƒ, 2011. – —. 290.
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˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÓÍ˚ÚËˇ ‚˚˜ËÒÎˇÂÚÒˇ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚ÂÏˇ ‚ÓÁ‚‡Ú‡. œÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰‡Ì-
Ì˚Â ÛÒÂ‰Ìˇ˛ÚÒˇ ÔÓ ‚ÒÂÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ï ÔÓÍ˚ÚËˇ. ‘ÓÏÛÎ‡ (1) ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‰Îˇ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔËÏÂ‡ ˝„Ó‰Ë˜Â-
ÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ). ¬ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝Ú‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰:

h⌧inf(")i ⇠ �
�1
⇣
"

d
↵C

⌘
, (2)

„‰Â ↵C – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡, ‚‚Â‰ÂÌÌ‡ˇ ¿Ù‡È-
ÏÓ‚Ë˜ÂÏ Ë œÂÒËÌ˚Ï, d – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. ‘ÛÌÍˆËˇ �
ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰: �(t) ⇠ 1

t , �(t) ⇠ e
�t
, �(t) ⇠ e

�t2
, Ë Ú.‰. ¬ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËı

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ ÙÛÌÍˆËˇ � ‚˚·Ë‡ÂÚÒˇ ‚ ‚Ë‰Â �(t) ⇠ 1/t. »Á
(2) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ·Û‰ÂÚ
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂ (1). “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡
Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â
ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ì‡ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ (1) Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡ �d/↵C . ƒÎˇ ˝ÚÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ d = 1.

¬ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒˇ ‚ ‚Ë‰Â:

⇥n+1 = ⇥n +�+K sin⇥n mod 2⇡, (3)

„‰Â � – Ô‡‡ÏÂÚ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, K – Ô‡‡ÏÂÚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-
ÒÚË, ⇥n – ÔÂÂÏÂÌÌ‡ˇ, Á‡‰‡˛˘‡ˇ Û„ÓÎ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. œË K = 0 ÒËÒÚÂÏ‡ (3)
Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒˇ ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË:

⇥n+1 = ⇥n +� mod 2⇡. (4)

Œ‰ÌÓÈ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ, ÔÓÁ‚ÓÎˇ˛˘Ëı ‡ÁÎË˜ËÚ¸ ÔÂËÓ‰Ë˜Â-
ÒÍËÂ ‰‚ËÊÂÌËˇ Ë Í‚‡ÁËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ. ŒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎˇ-
ÂÚÒˇ Í‡Í ÒÂ‰ÌÂÂ ÔË‡˘ÂÌËÂ Û„Î‡ Á‡ Ó‰ÌÛ ËÚÂ‡ˆË˛.

œÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ ‰‚ËÊÂÌËˇÏ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ, ÚÓ
ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓÂ ‚ ‚Ë‰Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËˇ ‰‚Ûı Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ p/q, p 2 Z,
q 2 N .  ‚‡ÁËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏ ‰‚ËÊÂÌËˇÏ ÓÚ‚Â˜‡˛Ú Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ‚‡-
˘ÂÌËˇ. —Û˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Â ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ó‰Ì‡ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı
Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒˇ ‚ ‰ÂÎÂÌËË Ì‡ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÂ (˜ËÒÎ‡, ÍÓÚÓ˚Â ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ÍÓÌˇÏË
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡, ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‚ÌÓ„Ó ÌÛÎ˛) Ë Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚Â (‚ÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â).
¬ÚÓ‡ˇ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËˇ ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ÒÍÓÓÒÚË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔË·ÎËÊÂÌËˇ Ë‡ˆË-
ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ⇢ ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË ⌫(⇢). ¬ ‡ÏÍ‡ı ˝ÚÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ˜ËÒÎ‡
‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ Ë ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚˚. œË ˝ÚÓÏ Î˛·ÓÂ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ
ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚Ï, Î˛·ÓÂ ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚Ó – Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚Ï, ÌÓ Ó·‡ÚÌÓÂ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ‚ÂÌÓ. œÓ‰Ó·ÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËÈ Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı
˜ËÒÂÎ, ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘Ëı Ë ˆÂÔÌ˚ı ‰Ó·ÂÈ ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ Ô. 1.3 ÔÂ‚ÓÈ „Î‡‚˚.

8



“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó‰ÌËÏ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ÔÂ‚ÓÈ „Î‡‚˚ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‚ÎËˇÌËˇ ÚËÔ‡ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ Ì‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ (ÔÔ. 1.5–1.8).

¬ ÔÔ. 1.5–1.8 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚËÔ‡ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ‰Îˇ ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ h⌧inf(")i ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛ-
ÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. ¬ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚ
ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, ‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËˇ p(⇥) ÒËÒÚÂÏ˚ (4) ˇ‚ÎˇÂÚ-
Òˇ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡Ò˜ÂÚ˚ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂÏ ÔÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÍ˚ÚËˇ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË ÏË-
ÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË.

Œ‰ÌËÏ ËÁ ÓÒÓ·˚ı ÔËÏÂÓ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÁÓ-
ÎÓÚÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ, ‡‚ÌÓÂ ⇢ = (

p
5� 1)/2.

ŒÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒˇ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘ÂÈ Í ÌÂÏÛ
‰Ó·¸˛ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰‚Ûı ˜ËÒÂÎ ËÁ ˇ‰‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë: Fi/Fi+1.

ƒÎˇ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ (Ô. 1.5), ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ⌧inf(") ˇ‚-
ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ (–ËÒ. 1), ÍÓÚÓ‡ˇ ·˚Î‡ Ì‡Á‚‡Ì‡ «ÀÂÒÚÌËˆÂÈ ‘Ë·Ó-
Ì‡˜˜Ë». ¡˚ÎÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒˇ ˇ‰ÓÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚:
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–ËÒ. 1: «‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ⌧inf(") ‰Îˇ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ

⇢ = (
p
5� 1)/2 ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË (3) ÔË K = 0 Ë � = 2⇡⇢.  Ó˝ÙÙËˆËÂÌÚ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡

Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ‡‚ÂÌ ÏËÌÛÒ Â‰ËÌËˆÂ

1. ¬ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡ˇ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ln " ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ⌧inf(")
ÒÚÓ„Ó ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ˜ËÒÂÎ ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ˇ‰‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë (...,
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...).  ‡Ê‰ÓÂ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‰ÂÎˇÂÚÒˇ
ÒÛÏÏÓÈ ‰‚Ûı ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı. «Ì‡˜ÂÌËˇ {⌧infi} ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡Ï
«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÛÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒÛÌÍÂ 1.
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2. œË ËÁÏÂÌÂÌËË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ " ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Î˛·ÓÈ ËÁ ÒÚÛÔÂÌÂÍ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë-
·ÓÌ‡˜˜Ë» Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒˇ ÚË ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ⌧1 < ⌧2 < ⌧3. œË˜ÂÏ
⌧3 = ⌧1+⌧2 Ë ⌧1 = ⌧inf . ŒÚÏÂ˜ÂÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ —ÎÂÈÚÂ‡3.
¬ÒÂ ÚË ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÓÚ‚Â˜‡˛Ú ˜ËÒÎ‡Ï ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ˇ‰‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë.

3. ”ÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ÁÓÎÓÚÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ‰ÎËÌ˚ Di Ë ‚˚ÒÓÚ˚ Hi ÒÚÛÔÂÌÂÍ
«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» Ó·Î‡‰‡˛Ú ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË, ÚÓ ÂÒÚ¸ ÌÂ
Á‡‚ËÒˇÚ ÓÚ ÌÓÏÂ‡ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË, ‡ ÓÔÂ‰ÂÎˇ˛ÚÒˇ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÎÓÏ ‚‡˘ÂÌËˇ:
Di = Hi = | ln ⇢|, i � 1. ¿Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÙÂÌÓÏÂÌ‡
ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‚ ÔÔ. 1.9.2–1.9.4.

¿ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» (1) ‰‡ÂÚ ÔˇÏÛ˛ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌ-
ÚÓÏ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡, ‡‚Ì˚Ï ÏËÌÛÒ Â‰ËÌËˆÂ. ŒÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ‡‚Ì‡ ↵C = 1.

¿Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡ˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ë ‰Îˇ ÒÂÂ·ˇÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ (⇢ =p
2�1), ÌÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ⌧infi, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı i-Ï ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡Ï

«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë», ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ˜ËÒÂÎ œÂÎÎˇ. «ÓÎÓ-
ÚÓÂ Ë ÒÂÂ·ˇÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËˇ ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ÓÒÓ·˚ÏË ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÏË ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ÏË
˜ËÒÎ‡ÏË, Û ÍÓÚÓ˚ı ˜ËÒÎËÚÂÎË Ë ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎˇÏË ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘Ëı ‰Ó·ÂÈ ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ
˜ËÒÎ‡ÏË Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. ƒÎˇ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ˝ÚÓ ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë, ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÒÂÂ·ˇÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ – œÂÎÎˇ. —‚ÓÈÒÚ‚Ó
ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚË ‚˚ÒÓÚ Ë ‰ÎËÌ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îˇ
˝ÚËı ˜ËÒÂÎ.

ƒÎˇ ‰Û„Ëı ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
⌧inf(") ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÌÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚË ‰ÎËÌ Ë ‚˚-
ÒÓÚ «ÒÚÛÔÂÌÂÍ» ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌˇÂÚÒˇ, ‡ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ⌧infi ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎˇÏË
i-˚ı ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘Ëı Í ˜ËÒÎÛ ‚‡˘ÂÌËˇ ‰Ó·ÂÈ.

Õ‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ë ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓ„Ó ‚Ë‰‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ·˚Î‡
ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ h⌧inf(")i ËÒıÓ‰ˇ ËÁ ˜ËÒÎËÚÂÎÂÈ Ë ÁÌ‡-
ÏÂÌ‡ÚÂÎÂÈ ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘Ëı ‰Ó·ÂÈ (Ô. 1.9). ¬ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ·˚Î‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ ‡ÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËˇ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ": "i, ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÎÂ‚˚Ï „‡ÌËˆ‡Ï i-˚ı ÒÚÛÔÂÌÂÍ:

"i = 2⇡|⇢qi � pi|, ⌧infi = qi, (5)

„‰Â ⇢ – ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ, pi Ë qi – ˜ËÒÎËÚÂÎ¸ Ë ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ i-ÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘ÂÈ Í
˜ËÒÎÛ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ ‰Ó·Ë. ”˜ËÚ˚‚‡ˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚È ı‡‡ÍÚÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂ "i Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ë Ô‡‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ (i+ 1)-ÓÈ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË.

¬ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂÓ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ·˚ÎË ‡ÒÒÏÓÚ-
ÂÌ˚ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ 3

p
2 Ë 3

p
7 (–ËÒ. 2,‡,·), ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ı ‰Ë-

3N.B. Slater. Gaps and steps for the sequence n✓ mod 1 // Proc. Cambridge Philos. Soc. – 1967. – Vol. 63, no. 4. –

Pp. 1115–1123
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ÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı – ˜ËÒÎ‡ e, lg 5 (–ËÒ. 2,‚,„). Õ‡ ËÒ. 2 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚË ⌧inf("), ÌÓ Ë Ëı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ‚˚‡ÊÂÌËˇ (5). œÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â
˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‰Îˇ ‚ÒÂı ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı
˜ËÒÂÎ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (2) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ Í‡ÎË·Ó‚Ó˜Ì‡ˇ ÙÛÌÍˆËˇ � ⇠ 1/t, ‡ ‡ÁÏÂ-
ÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ·ÎËÁÍ‡ Í Â‰ËÌËˆÂ.
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–ËÒ. 2: —ÔÎÓ¯Ì˚Â ÎËÌËË – Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ln ⌧inf(ln ") ‰Îˇ (‡) ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ = 3
p
2, (·) ˜ËÒÎ‡

‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ = 3
p
7, (‚) ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ = e, („) ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ = lg(5), ÔÛÌÍÚËÌ‡ˇ ÎËÌËˇ

Ò ÚÓ˜Í‡ÏË – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡ˇ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ‚˚‡ÊÂÌËÈ (5)

ƒÎˇ ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ-
„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡
Ú‡ÍÊÂ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. Œ‰Ì‡ÍÓ ·˚ÒÚ˚È ÓÒÚ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {⌧infi} ‰ÂÎ‡ÂÚ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ‡Ò˜ÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–
œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ. ›ÚÓ „Ó‚Ó-
ËÚ Ó ÌÂÔËÏÂÌËÏÓÒÚË Í‡ÎË·Ó‚Ó˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË � ⇠ 1/t ‰Îˇ ˝ÚËı ˜ËÒÂÎ.
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¬ ‡Á‰ÂÎ‡ı 1.10 Ë 1.11 ÔÓ‚Ó‰ËÚÒˇ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‚ÎËˇÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË Ë
·ÂÎÓ„Ó „‡ÛÒÒÓ‚Ó„Ó ¯ÛÏ‡ Ì‡ «ÀÂÒÚÌËˆÛ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». œÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Ë ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓÒÚ¸, Ë ¯ÛÏ ÔË‚Ó‰ˇÚ Í ‡ÁÛ¯ÂÌË˛ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë», ÌÓ ÔÓ-‡ÁÌÓÏÛ.
Œ·‡ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ÔË‚Ó‰ˇÚ Í ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓÒÚË ‚ÂÓˇÚÌÓÒÚÌ˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ‡Á‰ÂÎ‡ı 1.10 Ë 1.11 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒˇ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍ‡ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡-
Â ‰Îˇ ‚ÒÂ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ ˆÂÎÓÏ (ÁÌ‡˜ÂÌËÂ h⌧inf(")i ÌÂÎ¸Áˇ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË
‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ⌧inf(")). ¬ ‡Á‰ÂÎÂ 1.10 ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒˇ ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌËÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (3) ÔË K > 0. ƒ‡ÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰Îˇ ÚÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ K = 0,
0.1 Ë 0.6 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ËÒ. 3,‡.

¿Ì‡ÎËÁ ‰‡ÌÌ˚ı ËÒÛÌÍ‡ 3,‡ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ÒÚ‚ÛÂÚ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ò ÓÒÚÓÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
K «ÀÂÒÚÌËˆ‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Ò„Î‡ÊË‚‡ÂÚÒˇ, Ë ÔË K ! 1 ÒÚÂÏËÚÒˇ
Í ÔˇÏÓÈ. –‡Ò˜ÂÚ˚ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Ì‡ÍÎÓÌ‡ „‡ÙËÍÓ‚ ËÒÛÌÍ‡ 3,‡ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‰Îˇ
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ K = 0, 0.1 Ë 0.6 ÓÌ ‡‚ÂÌ ÏËÌÛÒ Â‰ËÌËˆÂ. “Ó ÂÒÚ¸ Ë ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ ↵C = 1.

¬ –‡Á‰ÂÎÂ 1.11 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒˇ ‚ÎËˇÌËÂ ¯ÛÏÓ‚Ó„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ Ì‡ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË:

⇥n+1 = ⇥n +�+
p
2D⇠(n) mod 2⇡, (6)

„‰Â ⇠(n) – ËÒÚÓ˜ÌËÍ „‡ÛÒÒÓ‚‡ ¯ÛÏ‡, D – ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ¯ÛÏ‡. œË Ì‡ÎË˜ËË
¯ÛÏÓ‚Ó„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ Á‡‰‡ÂÚÒˇ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸˛, ÍÓ-
ÚÓ‡ˇ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ¯ÛÏ‡ D. Õ‡ –ËÒ. 3,· ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ
‚ÎËˇÌËÂ ¯ÛÏ‡ Ò ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸˛ D = 10�5 Ì‡ «ÀÂÒÚÌËˆÛ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».

–ËÒ. 3: ¬ÎËˇÌËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË (‡) Ë ·ÂÎÓ„Ó ¯ÛÏ‡ (·) Ì‡ «ÀÂÒÚÌËˆÛ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». –ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚

‡Ò˜ÂÚÓ‚ hln ⌧inf(")i ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ (3) ÔË ⇢ = (
p
5� 1)/2 Ë ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËˇı K:

K = 0, K = 0.1, K = 0.6 (‡) Ë ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ (6) ÔË � = ⇡/(
p
5� 1), D = 10�5 (·).

¬ÓÁ‚‡Ú˚ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÎËÒ¸ ‰Îˇ ‚ÒÂ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂÏ

ŒÒÌÓ‚ÌÓÈ ˝ÙÙÂÍÚ, Í ÍÓÚÓÓÏÛ ÔË‚Ó‰ËÚ ¯ÛÏÓ‚ÓÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ, – ˝ÚÓ ‚ÓÁ-
ÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÔÓÓ„Ó‚Ó„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ", Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ
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«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». ›ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ó·˙ˇÒÌËÚ¸ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ¯ÛÏ ‰Ó·‡‚ÎˇÂÚ Ó¯Ë·ÍÛ
‚ Á‡‰‡ÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ. ≈˘Â Ó‰ËÌ ˝ÙÙÂÍÚ – ˝ÚÓ ÔÓˇ‚ÎÂÌËÂ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚ı
ÚÓ˜ÂÍ ÏÂÊ‰Û ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡ÏË «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». ›ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ ‚ÓÁ-
‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË, Ë Ó·˙ˇÒÌˇÂÚÒˇ ÓÒÚÓÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÔË ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËË
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ¯ÛÏ‡.
–ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ ÔÂ‚ÓÈ „Î‡‚Â, ÓÚ‡ÊÂÌ˚ ‚ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËˇı [2–4,7–9].

¬Ó ‚ÚÓÓÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒˇ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË-
˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ. »ÌÚÂÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎˇÎÓ
‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ Â‡Î¸ÌÛ˛ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ÍÓÚÓ‡ˇ ÔÓÁ‚ÓÎËÎ‡ ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚËÔ‡ (3) Ë ÔÓ‚ÂËÚ¸ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓ-
ÒÚË, ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚Â ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. ¬ √Î‡‚Â 2 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒˇ
„ÂÌÂ‡ÚÓ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ Ò ‚ÌÂ¯ÌËÏ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ. ÃÌÓÊÂÒÚ‚Ó
ÚËÔ‡ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (3) ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÏÓÊÌÓ Â‡ÎËÁÓ‚‡Ú¸ ÔÛÚÂÏ
‡Ò˜ÂÚ‡ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ˜ÂÂÁ ÔÂË-
Ó‰ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ. –Â¯‡ÂÚÒˇ Á‡‰‡˜‡ ÔÓÒÚÓÂÌËˇ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë»,
‡Ò˜ÂÚ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ë‡ˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ Ë ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ëˇ. œÓ‚Ó‰ËÚÒˇ Ò‡‚ÌÂÌËÂ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‰Îˇ ÎË-
ÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (4) Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ √Î‡‚Â 1, Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË ˜ËÒ-
ÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓ‚ Ò ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌ˚Ï „ÂÌÂ‡ÚÓÓÏ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ:

ẋ = y

ẏ = (↵� x
2)y � !

2
0x+ A sin⇥

⇥̇ = ⌦,
(7)

„‰Â ↵ – Ô‡‡ÏÂÚ ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌËˇ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡, !0 – ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‡‚ÚÓÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡‚ÚÓÌÓÏ-
ÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡, A – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ, ⇥ = ⌦t – Ù‡Á‡, ⌦ –
˜‡ÒÚÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ.

¬ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ‚
ÒËÒÚÂÏÂ (7) ÔË ↵ << 1 ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (xs, ys) ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸˛ ‡‰ËÛÒ‡ a. œË ÁÌ‡˜ÂÌËË Ô‡‡ÏÂÚ‡
↵ = 0.01 ‡‰ËÛÒ ˝ÚÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË a ⇡ 0.2 ÔÓÒÚÓˇÌÂÌ, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎˇÂÚ ‡Ì‡ÎËÁËÓ-
‚‡Ú¸ ÌÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú {xsn} Ë {ysn}, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓ-
ÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË, ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ò‰‚Ë„Ó‚ Ù‡Á˚ { n} ‚ ÔÓÎˇÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 2.3 ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒˇ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ‚ÎËˇÌËˇ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒËÒÚÂÏ˚ (7)
Ì‡ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ. œÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ, ˜ÚÓ ÔË A ⌧ 1 ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

⇢ = !0/⌦. (8)
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»Á ‚˚‡ÊÂÌËˇ (8) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÁÓÎÓÚÓÏÛ ÒÂ˜ÂÌË˛ ⇢ = (
p
5 � 1)/2 ÔË !0 = 1

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ˜‡ÒÚÓÚ‡ ⌦gold = 2/(
p
5� 1).

–ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËˇ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ÔË A ⌧ 0.01 ˜ËÒÎÓ
‚‡˘ÂÌËˇ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó 6 ËÎË 8 ÁÌ‡Í‡ ÔÓÒÎÂ Á‡ÔˇÚÓÈ. ”‚ÂÎË˜ÂÌËÂ
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ A ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÓÒÚÛ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË, ÌÂ‚˚ÔÓÎÌÂÌË˛ ‚˚‡ÊÂÌËˇ (8) Ë
ÒÎÓÊÌÓÒÚˇÏ, Ò‚ˇÁ‡ÌÌ˚Ï Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡ÌËˇ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ. œÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ
ËÏÂÎÓ ÒÏ˚ÒÎ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡ÌÍ‡Â ‰Îˇ Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ (10�8  A  10�3) Ë ·ÓÎ¸¯Ëı (A > 10�3).

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 2.4 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒˇ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÔÓÎÛ˜ÂÌËˇ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë-
·ÓÌ‡˜˜Ë» ‰Îˇ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ 10�8  A  10�3.
ƒÎˇ ˝ÚËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ A ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓˇÚÌÓÒÚË ·ÎËÁÍÓ Í ‡‚ÌÓÏÂÌÓÏÛ. Õ‡
–ËÒ. 4,‡ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ÓÚ
‡ÁÏÂ‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚Â ‰Îˇ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ÚÓ˜ÂÍ  0 = 5⇡/4
Ë  0 = ⇡/3. –ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡
œÛ‡ÌÍ‡Â Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Ì‡ –ËÒ. 4,·.
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ln
h⌧

in
f(
"
)i

ln "

б)
 0 = 5⇡/4

 0 = ⇡/3

–ËÒ. 4: «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ‰Îˇ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ Ù‡ÁÓ‚˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ

ÒËÒÚÂÏ˚ (7) ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËˇı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ↵ = 0.01, !0 = 1, A = 10�3,

⌦ = ⌦gold � 1.02646 · 10�8, ˜ÚÓ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ⇢ = (
p
5� 1)/2. ¬ÓÁ‚‡Ú˚

⌧inf(") ·˚ÎË ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ì˚ ‚ ÚÓ˜ÍË  0 = ⇡/3 Ë  0 = 5⇡/4 (‡) Ë ‚Ó ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ˆÂÎÓÏ

h⌧inf(")i (·). –‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ �4 < ln " < 0 ‡‚Ì‡ ↵C = 1

»Á Ò‡‚ÌÂÌËˇ „‡ÙËÍÓ‚ ËÒ. 1 Ë ËÒ. 4 ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı
" (‰Ó ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË Ò ˜ËÒÎÓÏ ⌧inf = 89) Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛Ú ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Í‡-
˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ, ÌÓ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó. œÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ⌧inf Ì‡
ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡ı «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ËÒ. 4 ÒÚÓ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ˜ËÒÎ‡Ï ÓÒÌÓ‚-
ÌÓ„Ó ˇ‰‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë. ¬˚ÒÓÚ‡ Ë ¯ËËÌ‡ ÒÚÛÔÂÌÂÍ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ �4  ln "  0
ÒÓÒÚ‡‚ÎˇÂÚ | ln ⇢|. –‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‡‚Ì‡ ↵C = 1. — ÛÏÂÌ¸¯Â-
ÌËÂÏ " (ln " < �4) «ÀÂÒÚÌËˆ‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ‡ÁÛ¯‡ÂÚÒˇ, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ
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Ó·˙ˇÒÌËÚ¸ ÌÂÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡ÌËˇ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ. œË A = 10�3 ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ
ÒÓÒÚ‡‚ÎˇÂÚ ÔËÏÂÌÓ 10�7 � 10�8. œÂ‰ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ
Á‡¯ÛÏÎÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (6). Õ‡ÎË˜ËÂ ¯ÛÏ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÚÓ˜-
ÌÓÒÚË ‚ Á‡‰‡ÌËË ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ, ‡ «ÀÂÒÚÌËˆ‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÔË Ï‡Î˚ı " ‡Á-
Û¯‡ÂÚÒˇ Ë ÚÂˇÂÚ ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ „ÂÓÏÂÚËË. œË ˝ÚÓÏ ‚ÎËˇÌËÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËˇ ‚
Á‡‰‡ÌËË ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (7) ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‚ÎËˇÌË˛ ·ÂÎÓ„Ó „‡ÛÒÒÓ‚ÒÍÓ„Ó
¯ÛÏ‡ ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË (6) Ò ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸˛, ·ÎËÁÍÓÈ Í ˝ÚÓÏÛ ÓÚÍÎÓÌÂÌË˛.

≈ÒÎË ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË (ËÒ. 1) ÚÓ˜ÍË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡ÎË ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰-
ÌÓÈ ËÁ ÒÚÛÔÂÌÂÍ, ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜Â-
ÌËË ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ, ÔÓˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË
(–ËÒ.4,·). ”‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛
˜ËÒÎ‡ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ. –‡ÁÛ¯ÂÌËÂ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÔË Ï‡Î˚ı "
(ln " < �4) ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò ÚÓÈ ÊÂ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË ⌧inf = 89. ›ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú
ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ
Ï‡Î˚ı " ‚ÎËˇÂÚ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡ÌËˇ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ = (

p
5 � 1)/2, ÍÓÚÓ‡ˇ ‰Îˇ

10�8  A  10�3 ÔËÏÂÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚‡ˇ. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜Â-
Ì˚ ‰Îˇ A = 10�8, 10�5 Ë 10�3.

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 2.5 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒˇ ÒÎÛ˜‡Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ A = 0.01 Ë A = 0.1. »Á-Á‡ ‚ÎËˇÌËˇ ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú˚ ⌧inf ‰ÓÎÊÌ˚ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡Ú¸Òˇ ‚Ó ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÒÂ‰ÌÂÌËÂÏ. Õ‡ÎË˜ËÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ÔË‚Ó‰ËÚ ‡ÁÛ¯ÂÌË˛ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·Ó-
Ì‡˜˜Ë» Ë Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ˜ËÒÎ‡ ÚÓ˜ÂÍ ÏÂÊ‰Û «ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡ÏË». ›ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë-
˜ÂÌ ‚ÎËˇÌË˛ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË (3) (ÒÏ. –ËÒ. 3,‡).

”‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ A = 0.1 ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚Â-
ÎË˜ÂÌË˛ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË Á‡‰‡ÌËˇ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ Ë ÔÓÎÌÓÏÛ ‡ÁÛ¯ÂÌË˛
«ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». «Ì‡˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ, ‡‚ÌÓÂ 0.1,
ÒÓËÁÏÂËÏÓ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì
‰Â œÓÎˇ, ˜ÚÓ „Ó‚ÓËÚ Ó ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÒËÎ¸ÌÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ. AÔÔÓÍ-
ÒËÏ‡ˆËˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰‡ÂÚ ÔˇÏÛ˛ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡, ÓÚÎË˜Ì˚Ï ÓÚ
�1, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ó·˙ˇÒÌËÚ¸ Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÒËÎ¸ÌÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ.

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 2.6 ·˚ÎË ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚Â Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ‰Îˇ ‰Û„Ëı ˜ËÒÂÎ
‚‡˘ÂÌËˇ. ¡˚ÎÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ⌧inf("), ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚Â ‰Îˇ ÒÚÓ·Ó-
ÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ, Ë ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡, ËÏÂ˛Ú ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ, ÌÓ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ.  ÓÏÂ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ·˚ÎË
‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ =

p
2 � 1, ⇢ = 3

p
2 Ë ⇢ = e. ƒÎˇ ÌËı ·˚ÎË

ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ ‚ÒÂ ÚÂ ÊÂ Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË.
–ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ ‚ÚÓÓÈ „Î‡‚Â, ÓÚ‡ÊÂÌ˚ ‚ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËˇı [1, 2, 4, 5,
8–10].
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¬ ÚÂÚ¸ÂÈ „Î‡‚Â ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒˇ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚
‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡ („‡-
ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚):

ẋ = y

ẏ = �!2
0 sin x+ b sin⇥

⇥̇ = ⌦,
(9)

„‰Â !0 = 1 – ˜‡ÒÚÓÚ‡ ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó Ï‡ˇÚÌËÍ‡. ¬ÌÂ¯ÌÂÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÏÂÂÚ ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰Û b Ë ˜‡ÒÚÓÚÛ ⌦.

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 3.2 ÔË‚Ó‰ËÚÒˇ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ
Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. œÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ, ˜ÚÓ ÔË ÌÛÎÂ‚˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËˇı ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ b = 0 ÔÓÂÍˆËË Ì‡ Ù‡ÁÓ‚˚È ÔÓÚÂÚ
(x, y) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ë ˝ÎÎËÔÒÓ‚ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (0,0).
”‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ b ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓˇ‚ÎÂÌË˛ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÚÓÓ‚. œÓ ˝ÚÓÈ ÔË-
˜ËÌÂ ‚ ÚÂÚ¸ÂÈ „Î‡‚Â, Í‡Í Ë ‚Ó ‚ÚÓÓÈ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒˇ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â
‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

ƒ‡ÎÂÂ (Ô. 3.2.4) ÔË‚Ó‰ËÚÒˇ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËˇ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ‰Îˇ
ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡. œÓ-
Í‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (9) ÓÔÂ‰ÂÎˇÂÚÒˇ ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ÒËÒÚÂÏ˚ (Í‡Í ˝ÚÓ ·˚ÎÓ ‚ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÏ „ÂÌÂ‡ÚÓÂ ¬‡Ì ‰Â
œÓÎˇ), ÌÓ Ë Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. œË ˝ÚÓÏ ˜ÂÏ ·ÎËÊÂ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ-
‚Ëˇ Í Ì‡˜‡ÎÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÚÂÏ ÚÓ˜ÌÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ
(8). —ÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îˇ ‡ÁÌ˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ·Û‰ÛÚ ‡ÁÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ⌦,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ, Í ÔËÏÂÛ, ÁÓÎÓÚÓÏÛ ÒÂ˜ÂÌË˛.

¬ ‡Á‰ÂÎÂ 3.3 ÔÓ‚Ó‰ËÚÒˇ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ-
„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ‰Îˇ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ. œÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË Á‡‰‡ÌËË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÍË‚ÓÈ, Ë ‚˚·ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ, ÍÓÚÓ‡ˇ ÓÚ‚Â˜‡ÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ ÁÓÎÓÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËˇ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ «ÀÂÒÚÌËˆ‡ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë». “‡ÍÊÂ Í‡Í Ë ‚ √Î‡‚Â 2, Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÚÂˇÂÚ
ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ Ë ‡ÁÛ¯‡ÂÚÒˇ ÔË Ï‡Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËˇı ". ”ÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ
b ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ò‰‚Ë„Û ÔÓÓ„‡ ‡ÁÛ¯ÂÌËˇ ‚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÏÂÌ¸¯Ëı ". Õ‡ÔËÏÂ, ÔË
b = 10�3 ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë» ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ì‡˜ËÌ‡ˇ ÒÓ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË
Ò ⌧inf = 13 (ln " < �1.5), ‡ ÔË b = 10�5 – ÒÓ ÒÚÛÔÂÌ¸ÍË Ò ⌧inf = 34 (ln " < �2.5).
Œ‰Ì‡ÍÓ ‚‡Ë‡ˆËˇ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÔË Ó‰ÌËı Ë ÚÂı ÊÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ı ÔË‚Ó‰ËÚ
Í ÔÓÎÌÓÏÛ ‡ÁÛ¯ÂÌË˛ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».

¬ Ô. 3.3.2 ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒˇ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ
ÒÂ˜ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ (9) ÔË b = 0.1, Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëˇı x0 = �2.1, y0 = �0.6
Ë ˜‡ÒÚÓÚÂ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ⌦ = 2⇡/3. ¬˚·Ó Ú‡ÍÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ⌦ ÔË‚Ó-
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‰ËÚ Í ÓÊ‰ÂÌË˛ ÚÂı ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÚÓ˜ÂÍ ‰‚ËÊÂÌËˇ. ¬ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı ÍË‚˚ı. Œ‰ÌÓ ËÁ Ú‡ÍËı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔË‚Â‰ÂÌÓ Ì‡ ËÒ. 5,‡. Õ‡ ËÒ. 5,· ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡ˇ Á‡‚Ë-
ÒËÏÓÒÚ¸ h⌧inf(")i. ¬ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ "cr < " Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ ‡ÔÔÓÍÒË-
ÏËÓ‚‡Ú¸ ÔˇÏÓÈ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓÌ‡, ‡‚Ì˚Ï ÏËÌÛÒ Â‰ËÌËˆÂ, ˜ÚÓ
„Ó‚ÓËÚ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‡‚Ì‡
Â‰ËÌËˆÂ. ≈ÒÎË ÊÂ " < "cr, ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ h⌧inf(")i Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ËÁÏÂÌˇ˛ÚÒˇ, Ë
ËÁ-Á‡ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‡Ò˜ÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎˇÂÚ-
Òˇ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ÏË.
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–ËÒ. 5: ÃÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ (9) ÔË b = 0.1,

Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëˇı x0 = �2.1, y0 = �0.6 Ë ˜‡ÒÚÓÚÂ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ⌦ = 2⇡/3 (‡) Ë

Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ lnh⌧inf(")i, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ‡ˇ ‰Îˇ ˝ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, (·)

¿Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ë ‰Îˇ ‰Û„Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌÓ„Ó ÔË ˜‡ÒÚÓÚÂ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ⌦ = 2/(

p
5 � 1) Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ-

‚Ëˇı x0 = 0, y0 = �1.72 (ÒÏ. –ËÒ. 6).
–ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ ÚÂÚ¸ÂÈ „Î‡‚Â, ÓÚ‡ÊÂÌ˚ ‚ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË [6].
¬ ÔËÎÓÊÂÌËË ¿ ÔË‚Ó‰ËÚÒˇ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÓÁ‚‡ÚÓ‚ œÛ‡Ì-

Í‡Â ‰Îˇ ÒÚ‡ÌÌÓ„Ó ÌÂı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ Ì‡ ÔËÏÂÂ ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ ‘ÂÈ„ÂÌ-
·‡ÛÏ‡, ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ‚ ÎÓ„ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË ‚ ÍËÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÓÊ‰ÂÌËˇ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡ÓÒ‡. œÂ‚˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÔÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌË˛ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ·˚ÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË
fl.». ¡ÓÂ‚‡4, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ·˚ÎÓ ‚˚ˇ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ÍÓ„‰‡ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó ÛÚ‡˜Ë‚‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ Ë ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍËÏ, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÔÂÚÂÔÂ‚‡ÂÚ ÒÍ‡˜ÂÍ, ËÁÏÂÌˇˇÒ¸ ÓÚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ·ÎËÁÍÓÈ Í

4¡ÓÂ‚, fl.». —Ú‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â ‚ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ ÛÒÎÓ‚Ëˇı

¯ÛÏÓ‚˚ı Ë „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ‚ÌÂ¯ÌËı ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ: ‰ËÒ. Í‡Ì‰. ÙËÁ.-Ï‡Ú. Ì‡ÛÍ. — —‡‡ÚÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒ. ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ ËÏ.

Õ.√. ◊ÂÌ˚¯Â‚ÒÍÓ„Ó, —‡‡ÚÓ‚, 2016.
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–ËÒ. 6: ÃÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÒËÒÚÂÏ˚ (9) ÔË b = 0.1,

Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëˇı x0 = 0, y0 = �1.72 Ë ˜‡ÒÚÓÚÂ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ⌦ = 2/(
p
5� 1) (‡)

Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ lnh⌧inf(")i, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ‡ˇ ‰Îˇ ˝ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, (·)

ÌÛÎ˛, ‰Ó ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÔÓˇ‰Í‡ Â‰ËÌËˆ˚. ŒÚ‚ÂÚ Ì‡ ‚ÓÔÓÒ ÔÓ˜ÂÏÛ ˝ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
ÓÒÚ‡ÎÒˇ ÓÚÍ˚Ú˚Ï.

¬ Ò‚ˇÁË Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÒÚ‡ÌÌ˚È ÌÂı‡ÓÚË˜ÂÒÍËÈ ‡ÚÚ‡ÍÚÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎˇÂÚÒˇ Â˘Â
Ó‰ÌËÏ ÔËÏÂÓÏ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ·ÂÁ ÔÂÂÏÂ¯Ë‚‡ÌËˇ, ·˚ÎÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ Ú‡ÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ. » ˝ÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÎÓÒ¸.

¬ ÔËÎÓÊÂÌËË ¿ Ì‡ ÔËÏÂÂ ÎÓ„ËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ‚ ÍËÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÓÊ‰ÂÌËˇ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡ÓÒ‡ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ ÒÚ‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ (r ⇡ r

⇤) ·ÎËÁÍ‡
Í Â‰ËÌËˆÂ ↵C ⇡ 1. «‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡Ì-
Í‡Â ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ì‡ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ‚˚‡ÊÂÌËˇ (1).
¬ ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÏ ÂÊËÏÂ ÔË r > r

⇤ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒˇ ÔË ÔÓÏÓ˘Ë
‰Û„ÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ËÏÂÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ↵C < 1 Ë
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎˇ ÀˇÔÛÌÓ‚‡.

¬ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËË ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì˚ ‚˚‚Ó‰˚ Ë ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡·ÓÚ˚, ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÒÚÓˇÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ:

1. ¬ÔÂ‚˚Â ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ÁÓÎÓÚÓ„Ó Ë ÒÂÂ·ˇÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËÈ ‚ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËË ÓÍÛÊÌÓÒÚË ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú‡ˇ ÙÛÌÍˆËˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁ‚‡Ú‡ ÓÚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÁ‚‡Ú‡, «ÀÂÒÚÌËˆ‡
‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».

2. ƒÎˇ Î˛·˚ı Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
⌧inf(") ËÏÂÂÚ ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚È ı‡‡ÍÚÂ, ÔË˜ÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ⌧infi, ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛Ú i-˚Ï ÒÚÛÔÂÌ¸Í‡Ï Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ‡‚Ì˚ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎˇÏ i-˚ı ÔÓ‰ıÓ‰ˇ-
˘Ëı Í ˜ËÒÎÛ ‚‡˘ÂÌËˇ ⇢ ‰Ó·ÂÈ pi/qi. ŒÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‡ÁÏÂ˚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ
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‚ÓÁ‚‡Ú‡ œÛ‡ÌÍ‡Â, ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú „‡ÌËˆ‡Ï ÒÚÛÔÂÌÂÍ (5). —Ô‡‚Â‰-
ÎË‚ÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ·˚Î‡ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌ‡ ‰Îˇ ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ
‚‡˘ÂÌËˇ (Í‡Í ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı, Ú‡Í Ë Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌ˚ı).

3. œÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ Ò ÏÂÓÈ Ë‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË µ = 2
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ↵C ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ-
‚˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ ⌫(⇢) Ë ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ. ›ÚÓÚ ‚˚‚Ó‰ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ ‚ ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Í‡Í ‚ ÎËÌÂÈÌÓÏ (K = 0), Ú‡Í Ë ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ
(K > 0) ÒÎÛ˜‡ˇı.

4. œÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‚˚‚Ó‰ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Í‡ÎË·Ó‚Ó˜Ì‡ˇ ÙÛÌÍˆËˇ
�(t) ⇠ 1t ÔÓÁ‚ÓÎˇÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‰Îˇ
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÔË ‰ËÓÙ‡ÌÚÓ‚˚ı ˜ËÒÎ‡ı ‚‡˘Â-
ÌËˇ. ¬ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ÎËÛ‚ËÎÎÂ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ Í‡ÎË·Ó‚Ó˜ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛
�(t) ⇠ 1/t ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÌÂÎ¸Áˇ.

5. œÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸ Ë ¯ÛÏ ÔË‚Ó‰ˇÚ Í ‡ÁÛ¯ÂÌË˛ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë-
·ÓÌ‡˜˜Ë». –‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÔË ˝ÚÓÏ ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ ·ÎËÁÍÓÈ Í
Â‰ËÌËˆÂ.

6. ¬ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÏ „ÂÌÂ‡ÚÓÂ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ ÔË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚ı ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰‡ı ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ A ⌧ 1 ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ÒÚÓ·ÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍÓÏ ÒÂ˜Â-
ÌËË ·ÎËÁÍÓ Í ÎËÌÂÈÌÓÏÛ Ò‰‚Ë„Û Ì‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (4). œË 10�8  A  10�3

ÔÛÚÂÏ ‚‡Ë‡ˆËË ˜‡ÒÚÓÚ˚ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ ⌦ ÏÓÊÌÓ Ò ‚˚ÒÓÍÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡Ú¸
Î˛·ÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËˇ (ÔÓˇ‰ÓÍ ÓÚÍÎÓÌÂÌËˇ ÒÓÒÚ‡‚ÎˇÂÚ 10�8). œÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â
‰Îˇ ‡ÁÌ˚ı ˜ËÒÂÎ ‚‡˘ÂÌËˇ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÒıÓÊË Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË ÒÚÛÔÂÌ˜‡-
Ú˚ÏË ÙÛÌÍˆËˇÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‚ √Î‡‚Â 1 ‰Îˇ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (4).
»ÏÂÂÚÒˇ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ, ÌÓ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÂÁÛÎ¸-
Ú‡ÚÓ‚.

7. — Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ A ‚ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÏ
„ÂÌÂ‡ÚÓÂ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒˇ ‡ÁÛ¯ÂÌËÂ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë»
ÔË Ï‡Î˚ı ‡ÁÏÂ‡ı ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ (ln "  �4). ›ÚÓ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂ-
ÌÓ Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË ‚ Á‡‰‡ÌËË ˜ËÒ-
Î‡ ‚‡˘ÂÌËˇ. ›ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ ‚ÎËˇÌË˛ ¯ÛÏÓ‚Ó„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëˇ Ì‡
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

8. ƒ‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ A ‚Â‰ÂÚ Í ÓÒÚÛ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË ‚ ÒË-
ÒÚÂÏÂ Ë ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓÒÚË ‚ÂÓˇÚÌÓÒÚÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËˇ. œÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÔË-
‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ‡Ò˜ÂÚ‡ ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ Ì‡ ‚ÒÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ ˆÂ-
ÎÓÏ h⌧inf(")i, ‡ ÌÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ⌧inf(", 0). ¬ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÏ
ÔÓ‰ıÓ‰Â ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓˇ‚ÎÂÌË˛ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÏÂÊ‰Û «ÒÚÛÔÂÌ¸-
Í‡ÏË». œË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË A ˜ËÒÎÓ ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ‡ÒÚÂÚ.
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9. œË ‡ÏÔÎËÚÛ‰Â A, ÒÓËÁÏÂËÏÓÈ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ-
‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ, Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ h⌧inf(")i ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒˇ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÎËÌÂÈ-
ÌÓÈ. ÀËÌÂÈÌ‡ˇ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ ‰‡ÂÚ ÔˇÏÛ˛ Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ Û„Î‡ Ì‡ÍÎÓ-
Ì‡, ÓÚÎË˜Ì˚Ï ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ �1, ÚÓ ÂÒÚ¸ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡
‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ↵C < 1. ›ÚÓ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ¸ÌÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË. ¬
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡ˇı ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎˇÎ‡ ↵C = 1.

10. –ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰Îˇ ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ¬‡Ì ‰Â œÓÎˇ, ËÏÂ-
˛Ú ÏÂÒÚÓ Ë ‰Îˇ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı ÍË‚˚ı ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒ-
ˆËÎÎˇÚÓ‡. ¬‡Ë‡ˆËˇ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÔË ˝ÚÓÏ ÏÓÊÂÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í
ÌÂÚÓ˜ÌÓÒÚË Á‡‰‡ÌËˇ ˜ËÒÎ‡ ‚‡˘ÂÌËˇ ÔË Ó‰ÌËı Ë ÚÂı ÊÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ı ÒË-
ÒÚÂÏ˚ Ë ‡ÁÛ¯ÂÌË˛ «ÀÂÒÚÌËˆ˚ ‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë».

11. »ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍË ‚ÂÏÂÌ ‚ÓÁ‚‡Ú‡ Ì‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı ÍË‚˚ı Ë ÂÁÓ-
Ì‡ÌÒÌ˚ı ÚÓ‡ı ÌÂ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓ„Ó ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÓÒˆËÎÎˇÚÓ‡ ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ˜ÚÓ
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ h⌧inf(")i ÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ‰‚‡ Û˜‡ÒÚÍ‡: Ó·Î‡ÒÚ¸ Ï‡Î˚ı " Ë
Ó·Î‡ÒÚ¸ ·ÓÎ¸¯Ëı ". Õ‡ ÔÂ‚ÓÏ Û˜‡ÒÚÍÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ·ÎËÁÍ‡ Í ÎËÌÂÈÌÓÈ,
ÁÌ‡˜ÂÌËˇ h⌧infi Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ËÁÏÂÌˇ˛ÚÒˇ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ", Ë ÓˆÂÌÍ‡ ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒˇ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ. ¬ ÒÎÛ˜‡Â ËÌ‚‡-
Ë‡ÌÚÌ˚ı ÍË‚˚ı ‚ Ó·Î‡ÒÚË ·ÓÎ¸¯Ëı " ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ «ÀÂÒÚÌËˆ‡
‘Ë·ÓÌ‡˜˜Ë», ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÂÁÓÌ‡ÌÒÌ˚ı ÚÓÓ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÎËÌÂÈÌÓÈ.
ÀËÌÂÈÌ‡ˇ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËˇ Ó·ÂËı Á‡‚ËÒËÏÓÒÚÂÈ ËÏÂÂÚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Û„Î‡ Ì‡-
ÍÎÓÌ‡, ‡‚Ì˚È ÏËÌÛÒ Â‰ËÌËˆÂ, ˜ÚÓ „Ó‚ÓËÚ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ·ÓÎ¸¯Ëı "
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ.

12. œÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÚÚ‡ÍÚÓ‡ ‘ÂÈ„ÂÌ·‡ÛÏ‡ ‚ ÎÓ„ËÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ lnh⌧inf(ln ")i ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÎËÌÂÈÌÓÈ, Í‡ÎË·Ó‚Ó˜Ì‡ˇ ÙÛÌÍˆËˇ
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ �(t) ⇠ 1/t, ‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ¿Ù‡ÈÏÓ‚Ë˜‡–œÂÒËÌ‡ ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ.
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8. Biryukova, N.I. Poincaré recurrences in a stroboscopic section of a nonau-
tonomous van der Pol oscillator / N.I. Biryukova, T.V. Abrosimova, V.S. An-
ishchenko // International Conference “Nonlinear Dynamics of Deterministic and
Stochastic Systems: Unraveling Complexity”. — 2014. — P. 11.

9. Semenova, N.I. The Afraimovich-Pesin Dimension Of Poincaré Recurrences In A
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