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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Óî-

ëøà îáëàäàåò áàçèñíûìè ñâîéñòâàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, 1 < p < ∞. Ïî

ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé Õààðà, ñèñòåìà Óîëøà ñîñòîèò èç ðàâ-

íîèçìåðèìûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ −1 è 1 íà âñåì åäèíè÷íîì

îòðåçêå è, òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ôóíêöèé Õààðà, ôóíêöèè Óîëøà

íå ëîêàëèçîâàíû. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè Óîëøà îáðàçóþò ñèñòåìó õàðàêòå-

ðîâ äâîè÷íîé ãðóïïû. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà îïðåäåëÿþò èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ

ñèñòåì Óîëøà êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ñèãíàëîâ,

çàäà÷àõ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è äð.

Ñèñòåìà, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå ñèñòåìû Óîëøà, áûëà îïðåäåëåíà èì

â 1923 ãîäó. Îíà ñîñòàâëÿåò ôóíäàìåíò äâîè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëè-

çà, êîòîðîìó ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè Á.È. Ãîëóáîâà, À.Â. Åôèìîâà, Â.À.

Ñêâîðöîâà F. Shipp, W.R. Wade, P. Simon.

Èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû Óîëøà ïîñâÿùåíû ðàáîòû

Á.È. Ãîëóáîâà, Â.À. Ñêâîðöîâà, Ë.À. Áàëàøîâà, Â.À. Ñêâîðöîâà, Ë.À. Áà-

ëàøîâà, À.È. Ðóáèíøòåéíà, À.È. Ðóáèíøòåéíà, N.J. Fine, F. Schipp , F.

Moricz, F. Shipp, Wade W.R. è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äàëüíåéøèì ëîãè÷åñêèì øàãîì íà ïóòè äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïîñòðîåíèå íåêîòîðûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Óîëøà. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ïîäîáíûõ îáîáùåíèé ìîæíî ïðèâåñòè èññëåäîâàíèÿ B. Granados:

äëÿ F (t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 1 åé

áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ôóíêöèé {Fn(t)}∞n=0, êîòîðóþ îíà ïðåäëîæèëà

íàçûâàòü âñïëåñêîì Óîëøà è îïðåäåëèëà ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ F0(t) =

F (t) è Fn(t) = wn(t)F (2k+1t) ïðè íàòóðàëüíîì n = 2k, . . . , 2k+1 − 1 (k =
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0, 1, . . . ), ãäå {wn(t)}∞n=0 � êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîá-

ùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Óîëøà, à èìåííî, òàê íàçûâàåìûå àôôèííûå

ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà, ââåäåííûå â ðàáîòå Ï.À. Òåðåõèíà. 1

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ àôôèííûõ ñèñòåì òèïà Óîëøà: ìèíèìàëüíîñòè, ïîë-

íîòû, áåññåëåâîñòè, áàçèñíîñòè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþ-

ùèå çàäà÷è: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ f àôôèííàÿ

ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé, ïîëíîé ñè-

ñòåìîé, áåññåëåâîé ñèñòåìîé, áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, 1 ≤ p <∞?

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ àôôèííûõ

ñèñòåì ôóíêöèé òèïà Óîëøà ñëóæèò ïîíÿòèå îïåðàòîðíîé ñòðóêòóðû ìóëü-

òèñäâèãà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåñíî ñâÿçàííîå ñ îïåðàòîðíîé ãå-

íåðàöèåé àôôèííûõ ñèñòåì Óîëøà. Êîíå÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè îñíîâíîãî

âîïðîñà íå òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå L2, íî è â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, ìû âû-

íóæäåíû èñïîëüçîâàòü íàðÿäó ñî ñòðóêòóðîé ìóëüòèñäâèãà Óîëøà òàêæå

è äðóãèå ïîäõîäû: â ÷àñòíîñòè, ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è

ïðèáëèæåíèé, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ÿâíûõ àïïðîêñèìàòèâíûõ àãðå-

ãàòîâ, c èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ïýëè è îïðåäåëÿåìûõ åþ ïðîñòðàíñòâ

Ïýëè, ñ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà è èíòåðïîëÿöèè îïåðàòîðà, ñ

èñïîëüçîâàíèåì äèàäè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H1
d ñ àòîìàðíûìè ðàç-

ëîæåíèÿìè.

Ñòðóêòóðà ÂÊÐ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ

1Òåðåõèí Ï.À. Àôôèííûå ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà. Îðòîãîíàëèçàöèÿ è ïîïîëíåíèå, Èçâ.

Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2014. Ò. 14. � 4, ÷. 1. Ñ. 395�400.
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ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 81 ñòðàíèöó

òåêñòà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 40 íàèìåíîâàíèé.

Â ãëàâå I íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ìóëüòèñäâèãà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àôôèí-

íîé ñèñòåìû Óîëøà, ïîðîæä¼ííîé ôóíêöèåé f ∈ L2
0, ïîëó÷åíû ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ñèñòåìû, áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííîé ê

ñèñòåìå Óîëøà; äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü è ïîëíîòà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

Â ãëàâå II ìû èññëåäóåì ôóíäàìåíòàëüíûé âîïðîñ î ïîëíîòå àôôèí-

íûõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp. Ìû ðàçáèðàåì äâà ñëó÷àÿ. Âî-

ïåðâûõ, ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé 1
2-

àíòèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, ò.å. âñïëåñêà Óîëøà â òåðìèíîëîãèè Á. Ãðà-

íàäîñ, ðàññìîòðåííûé ñïåðâà äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2, à çàòåì è äëÿ áîëåå

îáùåãî ñëó÷àÿ Lp. Äàëåå èäåò îáùèé ñëó÷àé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ïîðîæäàþ-

ùåé ôóíêöèè ñ íóëåâûì èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì.

Â ãëàâå III áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ áåññåëåâîñòè äëÿ àôôèííîé ñèñòå-

ìû òèïà Óîëøà. Â ïàðàãðàôå 3.1 áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ áåññåëåâîñòè äëÿ

àôôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà â ïðîñòðàíñòâå L2: íà îñíîâå ñòåïåííî-

ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëû ñ ïðèìåíåíèåì ïðîñòûõ ñïåêòðîâ Óîëøà áûëè

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå-Óîëøà, ãàðàíòè-

ðóþùèå áåññåëåâîñòü àôôèííîé ñèñòåìû.

Ãëàâà IV ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàçèñíûõ ñâîéñòâ àôôèííûõ ñèñòåì

ôóíêöèé òèïà Óîëøà. Áûë íàéäåí ðÿä óñëîâèé áàçèñíîñòè ïî Ðèññó àô-

ôèííûõ ñèñòåì òèïà Óîëøà, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ ôóíêöèè, äó-

àëüíîé ê ïîðîæäàþùåé. Áûëà äîêàçàíà áàçèñíîñòü ïî Ðèññó äëÿ àôôèííîé

ñèñòåìû, ïîðîæä¼ííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, à çàòåì áûëè íàé-

äåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà

ñëó÷àé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ãëàâå I íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ìóëüòèñäâèãà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àôôèí-

íîé ñèñòåìû Óîëøà, ïîðîæä¼ííîé ôóíêöèåé f ∈ L2
0, ïîëó÷åíû ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ñèñòåìû, áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííîé ê

ñèñòåìå Óîëøà; äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü è ïîëíîòà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è W0,W1 :

H → H � èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå H.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà èçîìåòðèé W0 è W1 îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó

ìóëüòèñäâèãà, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð e ∈ H òàêîé, ÷òî ñåìåéñòâî

Wα0
. . .Wαk−1

e, αν ∈ {0, 1}, 0 ≤ ν ≤ k − 1, k ≥ 0,

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H.

Äëÿ 1-ïåðèîäè÷íûõ ôóíêöèé ñ íóëåâûì èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì èç ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà f ∈ L2
0(0, 1) çàäàäèì ñòðóêòóðó ìóëüòèñäâèãà:

W0f(x) = f(2x), W1f(x) = r(x)f(2x),

Ïóñòü rk(t) = w(2kt), k = 0, 1, . . . , � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà;n = 2k+
∑k−1

ν=0 αν2
ν

� äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, äàþùåå íàòóðàëüíóþ áèåê-

öèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ äâî-

è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðîé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ çàìåíû èí-

äåêñà xα = x(α0, . . . , αk−1) = xn.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A ïîëàãàåì îïåðàòîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå

W α = Wα0
. . .Wαk−1

(ïðè k = 0 ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ïîëàãàåì ðàâíûì òîæäåñòâåííîìó îïåðà-

òîðó I).
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Ïóñòü, äàëåå, rk(t) = w(2kt), k = 0, 1, . . . , � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2
0 áóäåì èìåòü

fn(t) = fα(t) := W αf(t) = Wα0
. . .Wαk−1

f(t) = f(2kt)wαk−1(2k−1t) . . . wα0(t)

= f(2kt)
k−1∏
ν=0

rανν (t).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {W αf}α∈A íàçîâåì àôôèííîé

ñèñòåìîé ôóíêöèé òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé f ∈ L2
0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà {f ∗n}n∈N íàçûâàåòñÿ áèîðòîãîíàëüíî ñî-

ïðÿæ¼ííîé ê àôôèííîé ñèñòåìå {fn}n∈N, åñëè:

(fi, f
∗
j ) =

∫ 1

0

fi(t)f
∗
j (t) dt = δij, i, j ∈ N.

Ïóñòü f =
∑∞

n=1 xnwn. � ðÿä Ôóðüå-Óîëøà ïî àôôèííîé ñèñòåìå ïðî-

èçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2
0. Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f íîðìèðîâàíà

óñëîâèåì x1 = (f, w) = 1 ïî ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ {xn}n∈N ïîñòðîèì íîâóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ïðè-

ìåì y1 = 1, à {yn}n∈N îïðåäåëèì c ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé:

∑
α=βγ

xβyγ =
k∑
ν=0

x(α0, . . . , αν−1)y(αν, . . . , αk−1) = 0, α ∈ A, |α| = k ≥ 1

Òåîðåìà 1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé

f ∗n = f ∗α =
∑
α=βγ

yγwβ =
k∑
ν=0

y(αν, . . . , αk−1)w(α0, . . . , αν−1) (2)

ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé ê àôôèííîé ñèñòåìå

ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn}n∈N.
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Ïðåäñòàâëåíèå (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè f ∗n áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿ-

æåííîé ñèñòåìû ñóòü ïîëèíîìû ïîðÿäêà n ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Òåîðåìà 2. Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {f ∗n(x)}∞n=0 ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1).

Àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äëÿ

ëþáîé íåíóëåâîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè f , îäíàêî, ÿâíûé âèä áèîðòîãî-

íàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå äëÿ

ñëó÷àÿ f̂1 = 1.

Êðîìå òîãî, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñîâïàäåíèå ñèñòåì {fn(x)}∞n=0 è

{f ∗n(x)}∞n=0 ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ

ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Óîëøà w ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîé

ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé òèïà Óîëøà ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = κw,

|κ| = 1. Òåì íå ìåíåå, êëàññ íåïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ àôôèííûõ ñè-

ñòåì òèïà Óîëøà äîñòàòî÷íî øèðîê.

Â ãëàâå II ìû èññëåäóåì ôóíäàìåíòàëüíûé âîïðîñ î ïîëíîòå àôôèí-

íûõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp. Ìû ðàçáèðàåì äâà ñëó÷àÿ. Âî-

ïåðâûõ, ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé 1
2-

àíòèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, ò.å. âñïëåñêà Óîëøà â òåðìèíîëîãèè Á. Ãðà-

íàäîñ, ðàññìîòðåííûé ñïåðâà äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2, à çàòåì è äëÿ áîëåå

îáùåãî ñëó÷àÿ Lp. Äàëåå èäåò îáùèé ñëó÷àé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ïîðîæäàþ-

ùåé ôóíêöèè ñ íóëåâûì èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ: ïðè âûïîëíåíèè êàêèõ óñëî-

âèé íà ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ f(x) àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà

{fn(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)?

Âñþäó âíóòðè ïàðàãðàôà ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L2
0(0, 1) íîðìèðî-
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âàíà óñëîâèåì

(f, r) =

∫ 1/2

0

f(x) dx−
∫ 1

1/2

f(x) dx = 1.

Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè f :

f =
∞∑
n=0

f̂nwn = w +
∞∑
k=1

∑
|α|=k

f̂αwα,

ãäå f̂n = f̂α = (f, wn) = (f, wα) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ïî

ñèñòåìå Óîëøà {wn}∞n=0, ïðè÷åì (f, w0) = 0 è (f, w1) = 1.

Òåîðåìà 3. Åñëè
∞∑
k=1

(∑
|α|=k

|f̂α|2
)1/2

≤ 1,

òî àôôèííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé òèïà Óîëøà {fn(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó ïî ïà÷êàì, êðèòåðèé ïîëíîòû áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f = w +
∑
|α|=k f̂αwα ïðè ôèêñèðîâàííîì k ≥ 1.

Òîãäà óñëîâèå

F =
∑
|α|=k

|f̂α|2 ≤ 1

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëíîòû àôôèííîé ñèñòåìû

{fn}∞n=0.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Lp,

1 < p <∞, â êîòîðîì ñèñòåìà Óîëøà îáðàçóåò áàçèñ.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F ðàññìîòðèì îïåðàòîð TF , ïåðåâîäÿùèé ôóíê-

öèè ñèñòåìû Óîëøà {wn}∞n=0 â ôóíêöèè àôôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà

{Fn}∞n=0:

TFwn = Fn, n = 0, 1, . . . ,
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è ïðîäîëæåííûé ïî ëèíåéíîñòè íà ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïîëèíîìîâ Óîëøà.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð TF , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Lp, 1 < p <∞, èìååò âèä f = r−F ,

ãäå (F, r) = 0.

Ïóñòü, äàëåå, îïåðàòîð TF äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Lp è ïðè ýòîì

åãî ñòåïåíè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû:

C := sup
n∈N
‖T nF‖Lp→Lp <∞.

Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn}∞n=0 ïîëíà â L
p.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {W αf}α∈A
ÿâëÿåòñÿ ïåðåïîëíåííîé (ïåðåîïðåäåëåííîé) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæ-

äàþùàÿ ôóíêöèÿ f èìååò íåíóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Â ïàðàãðàôå 2.4

èçó÷åíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà àôôèííûõ ñèñòåì, ò.å. âîçìîæíîñòè

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé â Lp-ìåòðèêå ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíûõ ïðèáëèæà-

þùèõ àãðåãàòîâ.

Â ãëàâå III áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ áåññåëåâîñòè äëÿ àôôèííîé ñèñòå-

ìû òèïà Óîëøà. Â ïàðàãðàôå 3.1 áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ áåññåëåâîñòè äëÿ

àôôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà â ïðîñòðàíñòâå L2: íà îñíîâå ñòåïåííî-

ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëû ñ ïðèìåíåíèåì ïðîñòûõ ñïåêòðîâ Óîëøà áûëè

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå-Óîëøà, ãàðàíòè-

ðóþùèå áåññåëåâîñòü àôôèííîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {fn(x)}∞n=1 ∈

L2 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ B > 0 òà-

êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ L2(Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∑
n=1

|(fn, g)|2 ≤ B‖g‖2L2.
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Ðàññìîòðèì f ∈ L2
0, f =

∑∞
n=1 cnwn � ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â ðÿä

Ôóðüå-Óîëøà. Áóäåì èñêàòü óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, ãàðàíòèðóþùèå

áåññåëåâîñòü ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåííîé ëîãàðèôìè÷åñêîé øêà-

ëû:

|cn| = O

(
1

nα logβ(n+ 1)

)
.

Òåîðåìà 6. Åñëè

|cn| = O

(
1

√
n log1+ε n

)
, ε > 0

òîãäà {fn} � ñèñòåìà Áåññåëÿ.

Òàêæå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L2 òàêàÿ, ÷òî

|cn| ≈
1√

n log n
,

{fn} � íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ìàëîãî ñïåêòðà. Ïóñòü Sf{f : (f,Wn) 6= 0},

|dk| � ïëîòíîñòü ñïåêòðà:

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

|dk| = {n ∈ [2k; 2k+1) : (f, wn) 6= 0} |dk| = 0, 1, . . . , 2k

Â òàêîì ñëó÷àå, ââåä¼ííîå ðàíåå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∞∑
k=1

|dk|1/2 ·
1

2αk · kβ
<∞

Äëÿ òåîðåìû 6 â ðàçðåçå óñëîâèé íà ñïåêòð ôóíêöèè áûë ðàññìîòðåí

ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è îôîðìëåí êàê ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü |dk| îãðàíè÷åíî, ò.å. |dk| ≤ C. Òîãäà ñèñòåìà

{fn} ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ïðè α = 0, β > 1.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü |dk| = O(kγ), γ > 0 Òîãäà óñëîâèå íà êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå-Óîëøà ïðèíèìàåò âèä:

∞∑
k=1

kγ/2

2αk · kβ
<∞

è ñèñòåìà {fn} ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ïðè α = 0, β > γ
2 + 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü |dk| = O(2γk), 0 < γ < 1 Òîãäà óñëîâèå íà êîýô-

ôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà ïðèíèìàåò âèä:

∞∑
k=1

2γ·k

2αk · kβ
<∞,

è ñèñòåìà {fn} ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ïðè β = 0, γ2 < α.

Â ïàðàãðàôå 3.2, îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèè ìóëüòèñäâèãà â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè è ñõîäèìîñòè ïî ìåðå, áûë ïîëó÷åí

êîíòðïðèìåð íåáåññåëåâîé àôôèííîé ñèñòåìû, ïîðîæä¼ííîé íåïðåðûâíîé

1- ïåðèîäè÷íîé ôóíêöèåé; áûëî äîêàçàíî, ÷òî àôôèííûå ñèñòåìû, ïîðîæ-

ä¼ííûå ëþáîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé, ÿâëÿþòñÿ áåññåëåâûìè.

Èçâåñòíû ïðèìåðû òàêèõ êëàññîâ ñèñòåì ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îäíî

ëèøü óñëîâèå {un(x)}∞n=0 ⊂ L∞(Ω), ‖un‖∞ ≤ A‖un‖2, n = 0, 1, . . . , ãàðàíòè-

ðóåò èõ áåññåëåâîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäíåå óñëîâèå â ðÿäå ñëó÷àåâ

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì áåññåëåâîñòè èëè áàçèñíîñòè ïî Ðèññó.

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x),

ïîðîæäàþùàÿ àôôèííóþ ñèñòåìó òèïà Óîëøà {un(x)}∞n=0, êîòîðàÿ íå

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Ïðèìåð 1 (Ïðèìåð Íèêèøèíà). Ñèñòåìà {un(x)}∞n=0 íàçûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè ïî ìåðå äëÿ `2, åñëè ðÿä
∑∞

n=0 anun(x) ñõîäèòñÿ

ïî ìåðå âñÿêèé ðàç, êàê òîëüêî {an}∞n=0 ∈ `2. Å.Ì. Íèêèøèí ïîñòðî-

èë ïðèìåð ôóíêöèè u ∈ L2
0(0, 1) ∩ C[0, 1] äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà ôóíêöèé
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{u(2kx)}∞k=0 íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè ïî ìåðå äëÿ `
2. Ïðè ýòîì

áûëà óêàçàíà ôóíêöèÿ f ∈ L2(0, 1) òàêàÿ, ÷òî
∑∞

k=0 |
∫ 1

0 f(x)u(2kx) dx|2 =

∞. Òàêèì îáðàçîì, {u(2kx)}∞k=0 íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå L2(0, 1).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà |u(x) − u(y)| ≤ L|x − y|α, 0 < α ≤ 1. Òîãäà àôôèííàÿ

ñèñòåìà ôóíêöèé òèïà Óîëøà {un(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Áåññåëÿ â

ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Ãëàâà IV ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàçèñíûõ ñâîéñòâ àôôèííûõ ñèñòåì òè-

ïà Óîëøà.

Â ïàðàãðàôå 4.1 áûë óêàçàí ðÿä óñëîâèé áàçèñíîñòè ïî Ðèññó àôôèí-

íûõ ñèñòåì òèïà Óîëøà, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ ôóíêöèè, äóàëü-

íîé ê ïîðîæäàþùåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Äóàëüíîé ôóíêöèåé ê ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè f àô-

ôèííîé ñèñòåìû òèïà Óîëøà {fn}∞n=0 áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûé ðÿä

ïî ñèñòåìå Óîëøà

g ∼
∞∑
n=1

dnwn =
∑
α∈A

dαwα,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn}∞n=1 êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíîãî ðÿäà, îïðå-

äåëÿþùåãî äóàëüíóþ ôóíêöèþ g ñâÿçàíà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {cn}∞n=1

êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå-Õààðà ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Òåîðåìà 9. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn}∞n=1

áûëà áàçèñîì Ðèññà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáå àôôèííûå ñè-

ñòåìû òèïà Óîëøà {fn}∞n=1 è {gn}∞n=1, ïîðîæäåííûå èñõîäíîé ôóíêöèåé

f è äóàëüíîé ê íåé ôóíêöèåé g, áûëè ñèñòåìàìè Áåññåëÿ.

Â ïàðàãðàôå 4.2 áûëà äîêàçàíà áàçèñíîñòü ïî Ðèññó äëÿ àôôèííîé ñè-

12



ñòåìû, ïîðîæä¼ííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, à çàòåì áûëè íàéäåíû

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèåé Ïýëè ôóíêöèè x(t) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ôóíêöèÿ:

Px(t) =

( ∞∑
k=0

ξ2(α1, . . . , αk)

) 1
2

, 0 ≤ t ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîñòðàíñòâîì P (Lp), 1 < p <∞ áóäåì îáîçíà÷àòü

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x òàêèõ, ÷òî Px ∈ Lp ñ íîðìîé

||x||P (Lp) := ||Px||Lp.

Ïðîñòðàíñòâî P (Lp) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì Ïýëè.

Äëÿ ñëó÷àÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 10. Ïóñòü

f(t) =
n∑
k=0

ck sin(2k+1πt),

Pn(z) =
n∑
k=0

ckz
k, z ∈ C,

� ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòà-

ìè.

Åñëè Pn(z) íå èìååò íóëåé â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå |z| ≤ 1,

òî àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn}∞n=0, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé f ,

îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Lp ïðè 1 < p ≤ 2.

Çàìå÷àíèå 1. Àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà {fn}∞n=0, ïîðîæäåííàÿ

ôóíêöèåé f ∈ L2, îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà Pn(z) íå èìååò íóëåé â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå |z| ≤ 1.

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòå Á.Ñ. Ìèòÿãèíà 2 áûë èçó÷åí ðÿä áàçèñíûõ

ñâîéñòâ ñèñòåì ñæàòûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f(t), t ∈ R � íå÷åòíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.Òîãäà Df :=

{f(nt)}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñæàòûõ ôóíêöèé. Äëÿ àôôèííîé ñèñòå-

ìû ôóíêöèé òèïà Óîëøà Wf , ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé f(2πt), ïîäñèñòåìà

D
(2)
f := {f(2kt)}∞k=0 ñèñòåìû Df íà [0, π] ñîîòâåòñòâóåò ïîäñèñòåìå ñèñòåìû

Wf íà [0, 1], íî ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìû Df è Wf èìåþò ðàçëè÷-

íûå áàçèñíûå ñâîéñòâà. Òåì íå ìåíåå, â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

ôóíêöèÿ f èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

S(t) =
N∑
k=0

ck sin(2kt),

óñëîâèÿ áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2 ñèñòåì ñæàòûõ ôóíêöèé è àôôèí-

íûõ ñèñòåì òèïà Óîëøà ñîâïàäàþò.

2Ìèòÿãèí Á.Ñ., Cèñòåìû ñæàòûõ ôóíêöèé: ïîëíîòà, ìèíèìàëüíîñòü, áàçèñíîñòü // Ôóíêö. àíàëèç

è åãî ïðèë., 51:3 (2017), Ñ. 94�97.
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå àôôèííûõ ñèñòåì ôóíê-

öèé òèïà Óîëøà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ, à â ðÿäå

ñëó÷àåâ, êðèòåðèè, ïðè êîòîðûõ àôôèííàÿ ñèñòåìà òèïà Óîëøà ÿâëÿåò-

ñÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé, ïîëíîé ñèñòåìîé, áåññåëåâîé ñèñòåìîé, áàçèñîì.

Ïðèâåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ ñíàáæåíû ðÿäîì ïðèìåðîâ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

• ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå

ñèñòåìû, áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ê àôôèííîé ñèñòåìå òèïà Óî-

ëøà; ïîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü è ïîëíîòà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû;

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ, ïðè êîòîðûõ àôôèí-

íûå ñèñòåìû òèïà Óîëøà ïîëíû â Lp, 1 < p <∞;

• ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ àôôèííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðåïîëíåííîé (ïåðåîïðåäåë¼ííîé);

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå-Óîëøà, ãà-

ðàíòèðóþùèå áåññåëåâîñòü àôôèííîé ñèñòåìû;

• ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé íåâîçìîæíîñòü ïîëíîãî îò-

êàçà îò êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ êëàññà àôôèííûõ

ñèñòåì;

• äîêàçàíî, ÷òî àôôèííûå ñèñòåìû, ïîðîæä¼ííûå ëþáîé ëèïøèöåâîé

ôóíêöèåé, ÿâëÿþòñÿ áåññåëåâûìè;

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ áàçèñíîñòè ïî Ðèññó äëÿ àôôèííîé ñèñòåìû òèïà

Óîëøà, ïîðîæä¼ííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
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