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Ââåäåíèå. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷àëîñü òîëü-
êî â êîíöå 19-ãî âåêà. Ðàííèå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíû ñ èìåíàìè Æ.Ôóðüå,
Í.Àáåëÿ,K.Íåéìàíà,Æ.Ëèóâèëëÿ. Ïîçäíåå Â.Âîëüòåððà è Ý.Ôðåäãîëüì îò ÷àñòíûõ
ïðèìåðîâ íà îáðàùåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèøëè ê áîëåå îáùèì âûâîäàì,
êîòîðûå ëåãëè â îñíîâó ñîâðåìåííîé òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé . Äàëüíåéøåå
èçó÷åíèå áûëî ïðîäåëàíî Ô.Ðèññîì è Þ.Øàóäåðîì, êîòîðûå ðàñïðîcòðàíèëè òåîðèþ
Ôðåäãîëüìà íà âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Â íà÷àëå 20-ãî âåêà íîâûå ðåçóëüòàòû
áûëè ïîëó÷åíû Ä.Ãèëüáåðòîì è Ý.Øìèäòîì äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷åñêèìè ÿäðàìè.
Äàëåå èäåè Ä.Ãèëüáåðòà áûëè ðàçâèòû â ðàáîòàõ Ò.Êàðëåìàíà, Ô.Ðèññà, Ê.Íåéìàíà, à
òàêæå ñîâåòñêèõ ó÷åíûõ Ãîõáåðãà È.Ö, Êðåéíà Ì.Ã.Â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé çíà-
÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ä.Ãèëüáåðòîì, Æ.Ïóàíêàðå, Ý.Íåòåð è ðàçâèòû â
òðóäàõ ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì, Ñ.Ã.Ìèõëèíûì,Í.È Ìóñõåëèøâèëè,Ô.Ä
Ãàõîâûì. Â òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû
Êðàñíîñåëüñêîãî Ì.À, Âàéíáåðãà Ì.Ì,Çàáðåéêî Ï.Ï, Ï.Ñ Óðûñîíà, À.À.Ëÿïóíîâà,
À.Ãàììåðøòåéíà.
Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, êîòîðûå îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ìîãóò áûòü ðåøåíû áîëåå ýôôåêòèâíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îäíîé èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò , ÷òî íà÷àëüíûå èëè êðàåâûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü ïîä îäíèì çíàêîì èíòåãðàëà. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ, ê
ïðèìåðó, åñëè èìååòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó
âèäó, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ îäíîìåðíîé, òî åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ïðèåì ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Â äàííîé ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ íàëè÷èå íåóñòîé÷èâîñòè â ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ïðè äèñêðåòèçàöèè áåç èñïîëüçîâàíèÿ òàê íàçûâà-
åìûõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ. Â ïåðâûõ ãëàâàõ(ãë.1-3) äàíû òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î âèäàõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,ïðèâåäåíû îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè Ôðåäãîëüìà, à òàêæå
îáîñíîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ðîäà.Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, à òàêæå äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ. Îöåíåíà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ ìåòîäà êâàäðàòóð
è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû(ãë.4) ïðèâîäèòñÿ
îáîñíîâàíèå ìåòîäà À.Í. Òèõîíîâà ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ðîäà, äàí êðèòåðèé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå çàìêíóòîãî
ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ïî
óêàçàííîìó ìåòîäó äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ íà ÝÂÌ, çàòåì ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé
ýêñïåðèìåíò ïî ðåøåíèþ äèñêðåòíîé çàäà÷è è ïîäáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà
Òåîðåìà 1.
1.Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿäðà K(t, s) âåùåñòâåííû.
2.Íàõîæäåíèå êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âåùåñòâåííûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 2.
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1.Ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿäðà K(t, s).
2.Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì,îðòîãîíàëüíû.Ðàíã ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êîíå÷åí. Âñþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ìîæíî îðòîíîðìèðîâàòü, òàê ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:∫ b

a

ϕ1(t)ϕm(t)dt = 0, (i 6= m),

∫ b

a

ϕi
2(t)dt = 1, (0.1)

3.Êàêîâî áû íè áûëî L > 0, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |λ| < L.Åñëè âñå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñ-
êîíå÷íî è èõ ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû:

|λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ≤ |λn| . . . , , (0.2)

òî lim
n→∞

|λn| =∞.
Íåîäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà
Òåîðåìà 3.
Ïóñòü ÿäðî K(t, s) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû, ïðèâåäåííîé âûøå.Òîãäà åñëè λ
íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ÿäðà K(s, t), òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå:

ϕ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s, λ)f(s)ds, (0.3)

R(t, s, λ) = K(t, s) + λ
∞∑
m=1

ϕm(t)ϕm(s)

λm(λm − λ)
(0.4)

Åñëè λ = λn, ãäå λn - íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿäðà è ôóíêöèÿ f(t) îðòîãîíàëüíà
âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì λn, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, íå
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è ïðåäñòàâèìî â âèäå:

ϕ(t) = f(t) +

p∑
i=1

Ciϕni
+ λ

∞∑
m=1,m 6=n1...np

fmϕm(s)

λm − λ
, (0.5)

ãäå Ci - íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Åñëè λ = λn è f(t) íå îðòîãîíàëüíàÿ õîòÿ áû îäíîé ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèè ϕni

(t), òî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.
×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà.
Íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìåòîäîì êâàäðàòóð.Ïîñòðîèì íà îòðåçêå [a, b]

ñåòêó ñ óçëàìè x1, x2 . . . , xn. Çàïèøåì óðàâíåíèå â óçëàõ ñåòêè:

ϕ(ti)− λ
∫ b

a

K(ti, s)ϕ(s)ds = f(ti), (0.6)

Àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàëû â ðàâåíñòâàõ êîíå÷íûìè ñóììàìè ñ ïîìîùüþ îäíîé èç êâàä-
ðàòóðíûõ ôîðìóë:

ϕi − λ
n∑
j=1

AjKijϕj = fi, i = 1, 2, . . . , n, (0.7)

Çäåñü ϕi = ˜ϕ(ti),fi = f(ti),Kij = K(ti, tj),ϕ̃ - ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîé ôóíêöèè ϕ,Aj - âåñà
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè â óçëàõ ti. Ïî íèì ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå
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ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà âñåì îòðåçêå [a, b].
Ñõîäèìîñòü ìåòîäà êâàäðàòóð.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâèìîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèñòåìà (0.7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé ϕn(t) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïðè n→∞. Çàïèøåì óðàâíåíèå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

ϕ− Aϕ = f, (0.8)

ãäå ÷åðåç A îáîçíà÷åí ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé C[a, b]:

(Aϕ)(t) =

∫ b

a

K(t, s)ϕ(s)ds (0.9)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð An:

(Anϕ)(t) =
n∑
j=1

L
(n)
j K(t, s

(n)
j )ϕ(s

(n)
j ) (0.10)

è èññëåäóåì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

ϕn −Knϕn = f, (0.11)

Òåîðåìà 4.Ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå N1 > 0, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N1 âûïîëíåíî

||(I −Kn)−1||C ≤ c1, (0.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c1 íå çàâèñèò îò âûáîðà n.
Òåîðåìà 5.Ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå N2 > 0, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N2 ðåøåíèå ϕn óðàâíåíèÿ

ϕn +Knϕn = f (0.13)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà

||ϕ− ϕn||C ≤ const · n−m (0.14)

ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, à ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà n.
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëü-
òåððà âòîðîãî ðîäà

y(x) = λ

∫ x

a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), (0.15)

ãäå K(x, s) è f(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïðè a ≤ s ≤ x ≤ b.
Òåîðåìà 6.
Óðàâíåíèå (0.15) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ.Ýòî
ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äîêàçàòåëü-
ñòâî:Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé, îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòûì ñîîòíîøåíèåì

yn+1(x) = λ

∫ x

a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x), (0.16)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà∫ b

a

K(t, s)ϕ(s)ds = f(t), (0.17)
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ãäå K(t, s) è f(t) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, ϕ(t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè
äëÿ èçó÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûå îò âñòðå÷àâøèõñÿ â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ 2-ãî
ðîäà. Ïóñòü, íàïðèìåð, ÿäðî K(t, s) åñòü ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî t è s

K(t, s) = a0(s)t
m + a1(s)t

m−1 + · · ·+ am(s), (0.18)

ãäå ai(s) - ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî s (i = 1, 2, . . . ,m). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (0.17) áóäåò
èìåòü âèä

b0t
m + b1t

m−1 + · · ·+ bm

äëÿ ëþáîé ϕ(t) ∈ C[a, b], à ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé æå âèä äîëæíà èìåòü è ïðàâàÿ ÷àñòü
(0.17), ò.å ôóíêöèÿ f(t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(t) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (0.17), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ïðè ñêîëü óãîäíî "õîðîøåì"ÿäðå K(s, t).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòåéøåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà∫ 1

0

ϕ(s)ds = t (0.19)

ñ ÿäðîì K(t, s) ≡ 1 è f(t) = t.
Î÷åâèäíî, ÷òî â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Ïóñòü

ÿäðî K(t, s) óðàâíåíèÿ (0.17) ñèììåòðè÷íîå. Â ñèëó òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (0.17) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(t) ðàçëàãàëñü ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ϕi(t) ÿäðà K(s, t)

f(t) =
∞∑
i=0

(f, ϕi)ϕi(t). (0.20)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå ϕ(t) óðàâíåíèÿ (0.17) ìîæíî èñêàòü â âèäå

ϕ(t) =
∞∑
i=0

ciϕi(t). (0.21)

Ïîäñòàâëÿÿ (0.21) â (0.17) è ñðàâíèâàÿ ñ (0.20), ïîëó÷èì ci
λi

= (f, ϕi), îòêóäà
ci = λi(f, ϕi). Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû ðåøåíèå ϕ(t) ïðèíàäëåæàëî L2[a, b], íàäî íà-
ëîæèòü íà f(t) äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå.

Òåîðåìà 7.
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà ñ çàìêíóòûì ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì K(s, t)∫ b

a

K(s, t)ϕ(s)ds = f(t), (0.22)

ãäå f(t) ∈ L2[a, b] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå L2[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðÿä

∞∑
k=1

λk
2fk

2 (0.23)

ñõîäèòñÿ.
Çäåñü λk � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ÿäðà K(s, t), fk = (f, ϕk) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ôóíêöèè f(t) îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕn(t) ýòîãî ÿäðà

ϕn(t) = λn

∫ b

a

K(s, t)ϕn(s)ds. (0.24)
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Ñèììåòðè÷íîå ÿäðî K(s, t) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â L2[a, b], åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ
ω(t) ∈ L2[a, b], óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó∫ b

a

K(s, t)ω(s)ds = 0, (0.25)

ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Çàìêíóòîå ÿäðî õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ÿäðà îáðàçóþò ïîëíóþ â L2[a, b] îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.
Ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë è åãî ñâîéñòâà.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Aϕ = f , ãäå A - îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà, f(t) - âåùå-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå t ∈ [c, d],ϕ(t) îïðåäëåíà ïðè t ∈ [a, b], à ÿäðî
K(s, t) - â ïðÿìîóãîëüíèêå t ∈ [c, d],s ∈ [a, b].Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå ôóíêöèîíàë

Mα[ϕ, f ] = N [ϕ, f ] + αΩ[ϕ], (0.26)

ãäå

N [ϕ, f ] =

∫ d

c

(Aϕ− f)2dt (0.27)

Ω[ϕ] =

∫ b

a

[(ϕ′)2 + ϕ2] (0.28)

Çäåñü α > 0 - íåêîòîðûé ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè. Ôóíêöèîíàë
(0.26) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì, à ôóíêöèîíàë Mα[ϕ, f ] - ñãëàæèâàþùèì ôóíêöèîíà-
ëîì.Èññëåäóåì ñâîéñòâà ýòîãî ôóíêöèîíàëà.Ïîñòàâèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó íà ýêñòðåìóì
ôóíêöèîíàëà Mα[ϕ, f ].Ýêñòðåìóì áóäåì èñêàòü â êëàññå Y ôóíêöèé ϕ(t), äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

ϕ
′
(a) = ϕ

′
(b) = 0, (0.29)

Ïóñòü ϕ(t) è ϕ(t) + δϕ(t)- äâå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå Y . Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíê-
öèîíàëà Mα,îòâå÷àþùåå ïðèðàùåíèþ δϕ(t), ò.å âåëè÷èíó Mα[ϕ+ δϕ, f ]−Mα[ϕ, f ].Èìååì:

Mα[ϕ+ δϕ, f ] =

∫ d

c

[A(ϕ+ δϕ)− f ]2dt+ α

∫ b

a

[(ϕ
′
+ δϕ

′
)2 + (ϕ+ δϕ)2]dt = (0.30)

=

∫ d

c

(Aϕ− f)2dt+ 2

∫ d

c

(Aϕ− f)Aδϕdt+

∫ d

c

(Aδϕ)2dt+ (0.31)

+α

∫ b

a

[(ϕ
′
)2 + (ϕ)2]dt+ 2α

∫ b

a

(ϕ
′
δϕ

′
+ ϕδϕ)dt+

∫ b

a

[(δϕ
′
)2 + δϕ2]dt, (0.32)

Â ýòîì âûðàæåíèè ñóììà ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé Mα[ϕ, f ].Ïåðåíåñåì èõ âëåâî è òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà
Mα[ϕ+ϕδ, f ]−Mα[ϕ, f ] ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî δϕ ÷àñòü (ýòî ñóììà âòî-
ðîãî è ïÿòîãî ñëàãàåìûõ),íàçûâàåìóþ âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà è îáîçíà÷àåìóþ δMα,è
ñóììó òðåòüåãî è øåñòîãî ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùóþ îò δϕ íåëèíåéíî,êîòîðóþ îáîçíà÷èì
R[δϕ] è êîòîðàÿ ïðè ëþáîì δϕ(t) íåîòðèöàòåëüíà:

Mα[ϕ+ ϕδ, f ]−Mα[ϕ, f ] = δMα +R[δϕ], (0.33)

Èç âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî åñëè ϕ(t) ðåàëèçóåò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà
Mα, òî δMα = 0 ò.å: ∫ d

c

(Aϕ− f)Aδϕdt+ α

∫ b

a

(ϕ
′
δϕ

′
+ ϕδϕ)dt, (0.34)
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Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå
ñëàãàåìîå, èçìåíèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:∫ d

c

[

∫ b

a

K(s, t)ϕ(s)ds− f(t)]

∫ b

a

K(s, x)δϕ(x)dxdt = (0.35)

=

∫ b

a

δϕ(x)dx

∫ d

c

[

∫ b

a

K(s, t)K(s, x)ϕ(s)ds]dt− (0.36)

−
∫ b

a

δϕ(x)[

∫ b

a

ˆK(t, s)ϕ(s)ds− ˆf(t)]dx (0.37)

ãäå

ˆK(t, x) =

∫ c

d

K(t, s)K(x, t)dx ˆf(t) =

∫ d

c

K(x, t)f(x)dx, (0.38)

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â (0.34) ïðîèçâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷èì:∫ b

a

(ϕ
′
δϕ)dx = ϕ

′
δϕ

∣∣∣∣b
a

+

∫ b

a

(ϕ− ϕ′′
)δϕdx = =

∫ b

a

(ϕ− ϕ′′
δϕdx), (0.39)

òàê êàê âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ñèëó (0.29) îáðàùàåòñÿ â íóëü.Ñîîòíîøåíèå (0.34) ïðè-
íèìàåò âèä: ∫ b

a

δϕ(t)

∫ b

a

K̂(s, t)ϕ(s)ds− f̄(t) + α(ϕ− ϕ′′
)dt = 0, (0.40)

Ïîñêîëüêó δϕ(t)-ïðîèçâîëüíàÿ âàðèàöèÿ, òî, â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíè, âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ.Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå
ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà:

ϕ
′′
(t)− ϕ(t) =

1

α
(

∫ b

a

K̂(s, t)ϕ(s)ds− f̄(t)), (0.41)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ϕ(x) ∈ Y îñóùåñòâëÿåò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà Mα ïðè óñëîâèÿõ
(0.29), òî ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.41). Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (0.41) ïðè êðàåâûõ
óñëîâèÿõ (0.29) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Ñâåäåì ýòó çàäà÷ó ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

ϕ
′′ − ϕ = 0, (0.42)

ïðè óñëîâèÿõ (0.29).Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ϕ(t) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, äîñòèãàþ-
ùååñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ [a, b].Òîãäà ϕ(t0) > 0,ϕ

′
(t0) = 0 ϕ

′′
(t0) ≤ 0. Äàëåå ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ðàâåíñòâó (0.42),ò.ê ïðè t = t0 ñëåäóåò, ÷òî ϕ
′′ − ϕ = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,

sup[a,b]ϕ(t) ≤ 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî inf[a,b]ϕ(t) ≥ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ϕ(t) ≡ 0. Â ñèëó äîêàçàííîãî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t, ξ) è óðàâíåíèå (0.41) ïðè
óñëîâèÿõ (0.29) ýêâèâàëåòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ϕ(x) =
1

α

∫ b

a

G(t, ξ)[

∫ b

a

K̂(s, ξ)ϕ(s)ds− f̂(ξ)]dξ (0.43)

èëè

ϕ(t) =

∫ b

a

T (t, s)ϕ(s)ds− F (t) (0.44)

ãäå

T (t, s) =
1

α

∫ b

a

G(t, ξ)K̂(s, ξ)dξ, (0.45)
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� íåêîòîðîå ÿäðî, à

F (t) =
1

α

∫ b

a

G(t, ξ)f̂(ξ)dξ (0.46)

Óðàâíåíèå (0.45) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.
Äîêàæåì, ÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ðåøåíèè
íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.À ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå (0.41) ïðè óñëîâèÿõ (0.29) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.Äîïóñòèì
ïðîòèâíîå,ò.å ÷òî óðàâíåíèå

α(ϕ
′′ − ϕ) =

∫ b

a

K̂(s, t)ϕ(s)ds, (0.47)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Óìíîæàÿ (0.47) íà ϕ(t) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

α

∫ b

a

(ϕϕ
′′ − ϕ2)dt =

∫ b

a

ϕ(t)dt

∫ b

a

K̂(s, t)ϕ(s)ds, (0.48)

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó −α
∫ b
a
(ϕϕ

′′ − ϕ2)dt.Ïðàâóþ
÷àñòü ïðåîáðàçóåì,ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (0.40) è èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:∫ b

a

ϕ(t)dt

∫ b

a

ϕ(s)ds

∫ c

d

K(x, s)K(x, t)dx = (0.49)

=

∫ d

c

dx

∫ b

a

K(x, s)ϕ(s)ds

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt = (0.50)

=

∫ c

d

dx[

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt]2 (0.51)

Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé (0.48) ïðèíèìàåò âèä

−α
∫ b

a

[(ϕ
′′
)2 + ϕ2]dt =

∫ d

c

dx[

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt]2 (0.52)

Òàê êàê ϕ(t)≡0, òî ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ íåîòðèöàòåëüíà, è ìû èìååì ïðî-
òèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå, ÷òî çàäà÷à (0.47), (0.29) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, à
ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (0.41),(0.29) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ðåàëèçóåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Mα[ϕ, f ].Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (0.33).
Îïðåäåëåíèå 1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ∈ Y íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé â Y , åñëè èç êàæäîãî
áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà åå ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ϕ ∈ Y
Îïðåäåëåíèå 2.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ∈ Y íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà Y ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ϕ ∈ Y , åñëè ρY (ϕn, ϕ)→ 0 ïðè n→∞.
Îïðåäåëåíèå 3.Îïåðàòîð A, ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíò ϕ ∈ Y â ýëåìåíò f ∈ F , íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíûì, åñëè êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn,ñõîäÿùàÿñÿ â Y ê ϕ, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = Aϕn, ñõîäèòñÿ â F ê f = Aϕ.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Y èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn, êîòîðîé â ïðîñòðàí-
ñòâå F îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = Aϕn.Ïóñòü fn → f ∈ F ,A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì îïåðàòîðîì, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé.Òîãäà ϕn → ϕ = A−1f .
Äîêàçàòåëüñòâî: îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ϕn→ϕ = A−1f .Òîãäà íàéäåòñÿ ε > 0 è òàêàÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ϕnk

, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρY (ϕnk
, ϕ) > ε, (0.53)
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â òî âðåìÿ êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk
→ fn.Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòíîé è ïîýòîìó èç ϕnk
ìîæíî âûáðàòü åùå îäíó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê

íåêîòîðîìó ϕ ∈ Y .Ïåðåíóìåðóåì è îáîçíà÷èì ýòó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç ϕn. Èìååì

ϕn → ϕ, (0.54)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A ïîëó÷èì òîãäà fn = Aϕn → Aϕ = f , ò.å f = f . Îòñþäà
â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷èì ϕ = ϕ.Òîãäà (0.54) îçíà÷àåò, ÷òî
ϕn → ϕ ò.å

ρY (ϕn, ϕ) < ε/2 (0.55)

ïðè n > N(ε).Íî ñîãëàñíî (0.53)
ρY (ϕn, ϕ) > ε (0.56)

äëÿ ∀n.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
(0.17) ñóùåñòâóåò ïðè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f(x),è îáîçíà÷èì åãî ϕ(x).ßäðî
K(x, s) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì è çàìêíóòûì , ÷òî îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
íèÿ. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü ñ ëþáîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ðåøåíèåϕ(x) íåêîððåêòíîé çàäà÷è (0.17) ïî ïðèáëèæåííî çàäàííîé ôóíêöèè
f(x). Ïðèáëèæåííîå çàäàíèå ôóíêöèè f(x) áóäåì ïîíèìàòü êàê çàäàíèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè gn(x) íåïðåðûâíûõ íà [c, d] ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî

∫ d
c

[f(x)−gn(x)]2]dx ≤ δ2n, ãäå δn → 0

- íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Òàêèì îáðàçîì, gn(x) àïïðîêñèìèðóþò f(x) â
ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò
â âûáîðå íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn = γ(δn)2, ãäå γ-íå çàâèñÿùàÿ îò n
ïîñòîÿííàÿ, è äëÿ êàæäîãî αn íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ ϕαn(x), ðåàëèçóþùàÿ ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà ÷åðåç Mα

n [ϕ, gn].
Òåîðåìà 2.Ïóñòü ϕ(x) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.17).Ïóñòü gn(x)- ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ f(x) òàê, ÷òî∫ d

c

[f(x)− gn(x)]2dx ≤ δ2n (0.57)

ãäå δn → 0 ïðè n → ∞.Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕαn(x) ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñãëàæè-
âàþùåãî ôóíêöèîíàëà Mα

n [ϕ, gn],ãäå αn = γδ2n.Òîãäà äëÿ ∀ε > 0 íàéäåòñÿ N(ε) òàêîå, ÷òî
ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup[a,b]|ϕ(x)− ϕnα(x)| < ε (0.58)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé.Ðàññìîòðèì äâà êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâà Y è F .Â ïðîñòðàíñòâå
F , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå íà [c, d] ôóíêöèè, îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρF (f1, f2) =

√∫ d

c

[f1(x)− f2(x)]2dx (0.59)

òî åñòü
ρF (f1, f2) = ||f1 − f2|| (0.60)

ãäå || · || - íîðìà ââåäåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå h[c, d], ðàññìîòðåííîì ðàííåå.Â ïðîñòðàíñòâå
Y , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå íà [a, b] ôóíêöèè, ðàññòîÿíèå îïðå-
äåëèì êàê

ρY (ϕ1, ϕ2) = sup[a,b]|ϕ1(t)− ϕ2(t)| (0.61)
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Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕαn,óêàçàííóþ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.Åé ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = Aϕn.Ïîñêîëüêó ÿäðî K çàìêíóòî, òî îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ϕn íà fn âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.×òîáû äåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî ρY (ϕ, ϕn)→ 0

ïðè n→∞, íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî:
1)Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî âûøå.
2)fn → f , òî åñòü ρF (fn, f)→ 0.
3)Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn êîìïàêòíà
Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (1).Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ñõîäèòñÿ ê
ϕ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Y ,ò.å ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.Òîãäà ϕn ñõîäèòñÿ ê ϕ è â ñðåä-
íåì.Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà A ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K(t, s)

ïåðåâîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Aϕn, ñõîäÿùóþñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà F ê Aϕ.Ýòî
îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A, îñóùåñòâëÿþùåãî îòîáðàæåíèå ýëåìåíòîâ ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y íà ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà F .Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáå-
äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (2) è (3), äîêàæåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.Ïîñêîëüêó
ϕn ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà òî

Mα
n [ϕn, gn] ≤Mα

n [ϕ,n ] (0.62)

ãäå ϕ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(0.32),ò.å

N [ϕn, gn] + αnω[ϕn] ≤ N [ϕ, gn] + αnω[ϕ] = (0.63)

=

∫ c

d

(Aϕ− gn)2dt+ αnω[ϕ] =

∫ d

c

(f − gn)2dt+ αnC ≤ (0.64)

≤ δ2n + αnC ≤ (
1

γ
+ C)αn (0.65)

ãäå C > 0- ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ αnω[ϕn].Èòàê,

N [ϕn, gn] + αnω[ϕn] ≤ (
1

γ
+ C)αn = αnD (0.66)

Ïîñêîëüêó îáà ôóíêöèîíàëà â ëåâîé ÷àñòè íå îòðèöàòåëüíû, òî êàæäûé èç íèõ â îòäåëü-
íîñòè íå ïðåâîñõîäèò ïîñòîÿííîé, íàïèñàííîé â ïðàâîé ÷àñòè, è ñëåäîâàòåëüíî,:

N [ϕn, gn] ≤ αnDω[ϕn] ≤ D (0.67)

Ýòî è åñòü òðåáóåìû âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà.Äîêàæåì òåïåðü (2).Èìååì, ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ρF (fn, f) ≤ ρF (f, gn) + ρF (gn, fn) = [

∫ d

c

(fn − gn)2dt]1/2 + [

∫ d

c

(gn − f)2dt]1/2 (0.68)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî

[

∫ d

c

(Aϕn − gn)2dt]1/2 = [N [ϕn, gn]]1/2 ≤
√
αn
√
Dn = δ

√
γD (0.69)

Âòîðîå ñëàãàåìîå

[

∫ d

c

(gn − f)2dt]1/2 ≤ δn (0.70)

ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó ρF (fn, f) ≤ δn(1 +
√
γD) îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ρF (fn, f) → 0 ïðè n → ∞, ò.å fn → f . Äîêàæåì (3).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîìïàêòíîñòè
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕn(t) íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà
åå ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Äëÿ ýòî-
ãî ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà. Íåðàâåíñòâî ïðèâåäåííîå âûøå
îçíà÷àåò, ÷òî

∫ b
a
[(ϕ

′
n)2 + (ϕn)2]dt ≤ D, à òîãäà â îòäåëüíîñòè∫ b

a

(ϕ
′

n)2dt ≤ D,

∫ b

a

(ϕn)2dt ≤ D, (0.71)

Ðàññìîòðèì ϕn(t2) − ϕn(t1) =
∫ t2
t1
ϕ

′
ndt.Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó-

÷èì

|ϕn(t2)− ϕn(t1)| = |
∫ t2

t1

ϕ
′

n| ≤

√∫ t2(ϕ
′
n)

2

t1

√∫ t2

t1

1dt ≤
√
D
√
t2 − t1 (0.72)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(t) ðàâíîñòåïåííî-íåïðåðûâíà.Äîêàæåì ðàâ-
íîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕn(t).Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåì âòîðûì èç
íåðàâåíñòâ (0.71).Èìååì ∫ b

a

ϕ2
n(t)dt ≤ D (0.73)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òî÷êà εn ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî ϕ2
n(εn) ≤ D

(b−a) .Ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî
ïî t è n áóäåò âûïîëíåíî

|ϕn(t)| ≤ |ϕn(εn)|+ |ϕn(t)− ϕn(εn)| ≤

√
D

(b− a)
+
√
D(b− a) (0.74)

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà. Â
ñèëó òåîðåìû Àðöåëà, îòñþäà ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(t).Òåì ñàìûì,
äîêàçàíî ñâîéñòâî (3), à âìåñòå ñ íèì è âñÿ òåîðåìà .

0.1 ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

Ìåòîä êâàäðàòóð.
Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (??) ìåòîäîì êâàäðàòóð.Ðàçîáüåì íà îòðå-
çîê [a, b] íà ñåòêó ñ óçëàìè x1, x2 . . . , xn. Çàïèøåì óðàâíåíèå (??) â óçëàõ ñåòêè:

τϕ(ti) +

∫ b

a

K(ti, s)ϕ(s)ds = f(ti), (0.75)

Àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàëû â ðàâåíñòâàõ (0.75) êîíå÷íûìè ñóììàìè ñ ïîìîùüþ îäíîé èç
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë:

τϕi +
n∑
j=1

AjKijϕj = fi, i = 1, 2, . . . , n, (0.76)

Çäåñü ϕi = ˜ϕ(ti),fi = f(ti),Kij = K(ti, tj),ϕ̃ - ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîé ôóíêöèè ϕ,Aj -
êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(τ + A1K11)ϕ1 + A2K12ϕ2 + . . .+ AnK1nϕn = f1

A1K21ϕ1 + (τ + A2K22)ϕ2 + . . .+ AnK2nϕn = f2

...............................................................................

A1Kn1ϕ1 + A2Kn2ϕ2 + . . .+ (τ + AnKnn)ϕn = fn

,
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, Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1) äàåò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â óç-
ëàõ ti.
Ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà. Îïðåäåëèì ìèíóìóì ϕα(t) ôóíêöè-
îíàëà . Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ìåòîä êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè. Ðåøåíèå ñòðî-
èì â îáëàñòè t, s ∈ [a, b].Ââîäèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî t è s.Óçëû ñåòêè ïî t :
t0 = a, t1 . . . , tN = b. Óçëû ñåòêè ïî s : s0 = a, s1, . . . , sL = b.Øàã ñåòêè ïî t è s

ðàâåí h = (b− a)/N ,h = (b− a)/L.Òîãäà ôóíêöèîíàëó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììà

M =
N∑
n=0

γn[
L∑
l=0

γlKnlϕl − fn]2 + α[
L∑
l=0

γlϕ
2
l +

L−1∑
l=0

(
ϕl+1 − ϕl

h
)2h] (0.77)

ãäå γ0, . . . , γN - âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû(ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû).Âåëè÷èíà M çàâèñèò îò âûáîðà ϕl,M = M(ϕ1, . . . , ϕL).Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå M äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè ϕl, îïðåäåëÿåìûõ èç óñëîâèÿ

∂M

∂ϕl
= 0 (0.78)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó èñõîäíîé çàäà÷è

α[
ϕl+1 − 2ϕl + ϕl−1

h2
− ϕl] =

L∑
r=0

γrK̂lrϕr − ĝl (0.79)

ϕ0 − ϕ−1
h

= 0,
ϕL+1 − ϕL

h
= 0 (0.80)

ãäå

K̂lr =
N∑
n=0

γnKnlKnr, ĝl =
N∑
n=0

γnKlnfn (0.81)

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å íà
íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà.Ýòà ñõåìà èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(h2t +h

2
s).

Çàêëþ÷åíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1) äàåò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè â óçëàõ ti.
Ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðèâîäÿò, êàê îêàçàëîñü, íå òîëüêî ê çàäà÷àì
êîððåêòíûì, íî è ê òàêèì, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ëè-
áî ñîâñåì íå ðàáîòàþò, ëèáî èõ òî÷íîñòü îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî.Ê òàêîìó êëàññó
çàäà÷ ñëåäóåò îòíåñòè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà, ðàññìîòðåííûå âî âòîðîé
÷àñòè ýòîé ðàáîòû.Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò îñîáóþ âàæíîñòü äëÿ èçó-
÷åíèÿ äàííîé òåìû.Õîòÿ â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìîòðåíû ìåòîäû, êîòîðûå
èñïîëüçîâàëèñü åùå äî ïîÿâëåíèÿ ýëåêòðîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí (ìåòîä ïðîñòîé
èòåðàöèè,ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ), ñîâðåìåííàÿ êîìïüþòåðíàÿ òåõíèêà çíà÷èòåëüíî
ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàòåëÿ è ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå â ãîðàçäî áîëåå ñæà-
òûå ñðîêè . Â äàííîé ðàáîòå áûëè èçó÷åíû îñíîâíûå êëàññû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, áûëè ðàññìîòðåíû áàçîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøå-
íèÿ.Äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí ìåòîä
À.Í.Òèõîíîâà, à òàêæå ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñãëàæèâàþùåãî ôóíê-
öèîíàëà.
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