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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü äàííîé ðàáîòû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ

ïîâûøåííûé èíòåðåñ âûçûâàþò çàäà÷è ñòàòèñòèêè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ôîð-

ìó äàííûõ. Èíòåðåñ âûçâàí â ïåðâóþ î÷åðåäü èõ ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòüþ.

Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðåãðåññèè,

íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùåé çàäàííûé íàáîð çíà÷åíèé. Å¼ ïðîäîëæå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííûõ ðåãðåññèé, ãäå k - íåêîòîðîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Íîâèçíà äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àëãîðèòì, ðàññìàò-

ðèâàåìûé â ðàáîòå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ ëþáîãî ïîðÿäêà ìîíî-

òîííîñòè, íî â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîíòåêñòå

ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèé 3-ãî ïîðÿäêà ìîíîòîííîñòè. Äàííûé àëãîðèòì, íàçâàí-

íûé äâîéñòâåííûì àëãîðèòìîì íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ èòå-

ðàöèîííûì è íà êàæäîé åãî èòåðàöèè èñïîëüçóåò àêòèâíîå ìíîæåñòâî äëÿ

ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ëåæàò íà êóñî÷íî-ëèíåéíîé êðèâîé.

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè

2-ãî ïîðÿäêà ìîíîòîííîñòè, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà

íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Öåëü áàêàëàâàðñêîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ïî-

ñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííûõ ðåãðåññèé, à òàêæå â ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

ýòèõ àëãîðèòìîâ. Åù¼ îäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äâîéñòâåííîãî àë-

ãîðèòìà íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà è îïèñàíèå ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà

îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà, à òàê-

æå îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ñðàâíåíèå äàííîãî àëãîðèòìà ñ äðóãèìè,

óæå èçâåñòíûìè è ðåàëèçîâàííûìè ìåòîäàìè.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííûõ

ðåãðåññèé.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ - âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äâîéñòâåííîãî àë-

ãîðèòìà íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà ê ðåàëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì çàäà÷àì

è îöåíêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðè íàïèñàíèè äàííîé ðàáîòû ÿ ïðèäåðæèâàëñÿ ñëåäóþùåãî ïëàíà äåé-

ñòâèé:
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� Ïðèâåñòè îïèñàíèå äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà àêòèâíîãî ìíîæåñòâà è

èäåè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè åãî ñîçäàíèè.

� Ðàññìîòðåòü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ 2-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ äàí-

íîãî àëãîðèòìà è ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ðàáîòû ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè

àëãîðèòìàìè.

� Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ è

îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

� Ïîñëåäíèé øàã - èñïîëüçîâàòü äàííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòî-

ðûõ ðåàëüíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ 3-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè, îöåíèòü ðå-

çóëüòàòû è ñðàâíèòü ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè.

Ðàáîòà ïðîøëà àïðîáàöèþ íà ðàçëè÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, â ÷àñòíîñòè,

â XIX Ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

àêàäåìèêà Ï. Ë. Óëüÿíîâà, ÿíâàðü 2018 ãîäà. Íà åæåãîäíîé ñòóäåí÷åñêîé

êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè êîòîðóþ ïðî-

âîäèë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÑÃÓ â àïðåëå 2019 ãîäà, â ñåêöèè

"Àíàëèç äàííûõ". Â VII Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé

êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â ýêîíîìèêå,

ñòðàõîâàíèè è óïðàâëåíèè ðèñêàìè¿, íîÿáðü 2018 ãîäà.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ [1�6]

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Âûïóñêíàÿ êâà-

ëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè, à òàêæå èç

çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ: îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè

òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðîâêó öåëè, îáúåêòà è ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îñíîâíûì ïîíÿòèÿì,

ñâÿçàííûì ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìàìè è ñ ðåøåíèåì

çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè. Òàêèå êàê:

� k-ìîíîòîííûé âåêòîð è k-ìîíîòîííàÿ ðåãðåññèÿ;

� ∆k - îïåðàòîð êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé k-ãî ïîðÿäêà;
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� ∆k
n - ìíîæåñòâî âñåõ k-ìîíîòîííûõ âåêòîðîâ, ðàçìåðíîñòè n;

À òàêæå ñòàâèòñÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè:

(z − y)T (z − y) =
n∑

i=1

(zi − yi)2 → min
z∈∆k

n

, (1)

ãäå y ∈ Rn - çàäàííûé âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ k-ìîíîòîííàÿ ðåãðåññèÿ,

à z ∈ Rn - âåêòîð çíà÷åíèé k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè.

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Íåîáõîäèìî ïî çàäàííîìó âåêòîðó y ∈ Rn (íå îáÿçàòåëüíî k-ìîíîòîííîìó)

ïîñòðîèòü k -ìîíîòîííûé âåêòîð z ∈ Rn, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íóþ îøèáêó, âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëå (1).

Òàê æå â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì òèïà Ôðàíêà-

Âóëüôà, ïîäðîáíîå îïèñàíèå è àíàëèç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [2]

è [3].

×òîáû çàïèñàòü äàííûé àëãîðèòì, ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðèðàùå-

íèé: xk+i = ∆k−1zi+1 −∆k−1zi, i = 1, . . . , n− k.
È ïðèâåäåì òåîðåìó èç ñòàòüè [7].

Òåîðåìà 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ z ∈ ∆k
n ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò âåêòîð x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn òàêîé, ÷òî zi, 1 ≤ i ≤ n− k ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå

zi =
i∑

j1=1

j1∑
j2=1

. . .

jk−2∑
jk−1=1

jk−1∑
jk=1

xjk, (2)

ãäå xj ≥ 0 äëÿ âñåõ k + 1 ≤ j ≤ n.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äàííóþ òåîðåìó, ìîæíî çàïèñàòü çàäà÷ó (1) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

E(x) :=
n∑

i=1

 i∑
j1=1

j1∑
j2=1

. . .

jk−2∑
jk−1=1

jk−1∑
jk=1

xjk − yi

2

→ min
x∈S

, (3)

ãäå S := {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn x1, . . . , xk ∈ R, (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k
+ è
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∑n
j=k+1 xj ≤ max ∆k−1yi −min ∆k−1yi}.

Ñàì àëãîðèòì ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
· Ïóñòü y = (y1, . . . , yn)T çàäàííûé âåêòîð, à N - ýòî ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé;

begin
· È ïóñòü z0 = regk−1(y) - ïîëèíîìèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ k − 1

ïîðÿäêà, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùàÿ çíà÷åíèÿ

âåêòîðà y;

· Âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

x0 = (x0
1, . . . , x

0
n)T çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç z0 ñ ïîìîùüþ (2);

· Ïóñòü ñ÷¼ò÷èê t = 0;

· while t < N do

· Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò ∇E(xt) â òåêóùåé òî÷êå xt;

· Ïóñòü x̃t - ðåøåíèå ëèíåéíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è:

〈∇E(xt)T , x〉 → min
x∈S

, ãäå 〈·, ·〉 - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ;

· Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåì

xt+1 = xt + αt(x̃
t − xt), αt = 2

t+2 , t := t+ 1;

· Âîññòàíàâëèâàåì k-ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

z = (z1, . . . , zn) èç âåêòîðà xN ;

end

Äëÿ àëãîðèòìà äîêàçàíà òåîðåòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, çàïèñû-

âàåòñÿ êîòîðàÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðåøåíèå xt ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèòìà

òèïà Ôðàíêà-Âóëüôà íà èòåðàöèè t. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ

c(k, y), êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò n, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 2 âûïîëíÿ-

åòñÿ:

E(xt)− E∗ ≤ c(k, y)n2k− 1
2

t+ 2
, (4)

ãäå E∗ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (3).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ñòàòüå [2].
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Â ýòîì æå ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ åù¼ îäèí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ k-

ìîíîòîííûõ ðåãðåññèé, à èìåííî k-monotone Pool-Adjacent-Violators Algorithm

(k-PAVA). Îñíîâàí äàííûé àëãîðèòì íà Pool-Adjacent-Violators Algorithm

(PAVA), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 1-ìîíîòîííóþ ðåãðåññèþ.

Ñàì àëãîðèòì çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

begin
· Ïóñòü y = (y1, . . . , yn)T ∈ Rn çàäàííûé âåêòîð. È ïóñòü

z[0] := y;

· Çàäà¼ì çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà t := 1. k - ýòî ïîðÿäîê

ìîíîòîííîñòè;

repeat

· Çàäàåì çíà÷åíèÿ j := 0, l := 1;

· while l ≤ n− k do
if ∆kz

[t−1]
l < 0 then

Z
[t]
l,l+k := regk−1

(
Z

[t−1]
l,l+k

)
; l := l + 1 è âû÷èñëÿåì

∆kz
[t−1]
l ;

if ∆kz
[t−1]
l ≥ 0 then

z
[t]
l := z

[t−1]
l , j := 0 è l := l + 1;

else
j := j + 1 è ïóñòü

Z
[t]
l,l+k+j := regk−1

(
Z

[t]
l,l+k+j−1 ∪ z

[t−1]
l+k+j

)
;

else

z
[t]
l := z

[t−1]
l , l := l + 1;

· t := t+ 1;

until ∆kz
[t]
l ≥ 0 äëÿ âñåõ l = 1, . . . , n− k;

· Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ z[t] = (z
[t]
1 , . . . , z

[t]
n );

end

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2].

Ê íåäîñòàòêàì äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî îòíåñòè îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè.

Äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìîâ íà

íåêîòîðûõ çàäà÷àõ.
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Âî âòîðîì è òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìûé íîâûé àëãîðèòì

èç ïåðå÷èñëåííûõ - äâîéñòâåííûé àëãîðèòì íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ

ïîñòðîåíèÿ 2-ìîíîòîííîé è 3-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôðàãìåíòû èç òðåòüåãî ðàçäåëà, â êîòîðîì ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîñòðîåíèÿ 3-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè.

Ñíà÷àëà ïåðåïèøåì çàäà÷ó (1) äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 â âèäå çàäà÷è âûïóê-

ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

F (z) =
1

2
zTz − yTz → min, (5)

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì z ∈ Rn, òàêèì, ÷òî

gi(z) = −(zi+3 − 3zi+2 + 3zi+ 1− zi) 6 0, 1 6 i 6 n− 3. (6)

Çàäà÷à (5)-(6) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ê

òîìó æå ñèëüíî âûïóêëîé, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîé

çàäà÷è.

Äàëåå çàïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (5)-(6):

∇F (z) +
n−3∑
i=1

µi∇gi(z) = 0, (7)

gi(z) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n− 3, (8)

µi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n− 3, (9)

µigi(z) = 0, 1 ≤ i ≤ n− 3, (10)

ãäå ∇gi îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ãðàäèåíò gi, à µ = (µ1, . . . , µ
′
n−3)

T ∈ Rn−3 - ìíîæè-

òåëü Ëàãðàíæà.

Ïî (7)�(10) ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå �z áóäåò ðàçðåæåí-

íûì, òî åñòü ∆3 �z áóäåò ñîäåðæàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî íóëåâûõ çíà÷åíèé.

Òàêæå â òðåòüåì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü ó äàííîãî àëãî-

ðèòìà ïîëèíîìèàëüíàÿ è ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó-

÷åííîå ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà,
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ÿâëÿåòñÿ 3-ìîíîòîííûì è îïòèìàëüíûì (âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êàðóøà-Êóíà-

Òàêêåðà).

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì,

÷òî íàçûâàåòñÿ àêòèâíûì ìíîæåñòâîì. Àêòèâíîå ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç

áëîêîâ, âèäà [l, r−2] ⊂ [1, n−3], òàêèõ, ÷òî [l, r−3] ⊂ S, l−1 /∈ S, r−2 /∈ S,
è

S = [l1, r1] ∪ [l2, r2] ∪ . . . ∪ [lm−1, rm−1] ∪ [lm, rm],

ãäå l1 ≥ 1, rm ≤ n − 3, ri + 4 ≤ li+1, i ∈ [1,m − 1], è m - êîëè÷åñòâî

áëîêîâ. Åñëè ri = li, òî è i-ûé áëîê ñîñòîèò âñåãî èç îäíîé òî÷êè. Òî÷-

êè zri, zri+1, . . . , zli, zli+1, zli+2, zli+3 íàõîäÿùèåñÿ â i-îì áëîêå (ïëþñ òðè òî÷êè

ñïðàâà) ëåæàò íà ïðÿìîé ëèíèè, è òàê äëÿ êàæäîãî i. Íà êàæäîé èòåðàöèè

àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ àêòèâíîå ìíîæåñòâî S ⊂ [1, n−3] è ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à:

1

2

n∑
i=1

(zi − yi)2 → min, (11)

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì z ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèì

zi+3 − 3zi+2 + 3zi+1 − zi = 0 ∀ i ∈ S. (12)

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (11)�(12) ÷åðåç z(S).

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ñàì àëãîðèòì:

begin

· Âõîäíûå äàííûå y ∈ Rn;

· Àêòèâíîå ìíîæåñòâî S = ∅;
· Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ z(S) = y;

· while z(S) /∈ ∆3
n do· çàäàåì

S ← S ∪ {i : zi+3(S)− 3zi+2(S) + 3zi+1(S)− zi(S) < 0};
· ðåøàåì (11)�(12), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ èç S;

· Ïåðåïèñûâàåì z(S);

· Âîçâðàùàåì ðåøåíèå z(S);

end
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Äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

×òîáû äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü àëãîðèòìà, ñíà÷àëà äîêàçûâàåì íåñêîëü-

êî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 1. Ïóñòü z - îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)-(6), à y - âåêòîð, äëÿ

êîòîðîãî ñòðîèòñÿ k-ìîíîòîííàÿ ðåãðåññèÿ. Òîãäà ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà,

ââåäåííûå â (7)-(10) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå:

µi = −
i∑

j=1

 i∑
k=j

(i− k + 1)

 (zj − yj), (13)

ãäå 1 ≤ i ≤ n− 3.

Ëåììà 2. Ïóñòü S-àêòèâíîå ìíîæåñòâî è 1 ∈ S, òî åñòü ∆3y1 < 0, è

ïóñòü ïðè ýòîì 2, 3, 4 6∈ S. Ïóñòü z1, z2, z3, z4 - çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè, ïîñòðîåííîé ïî çàäàííûì ïàðàì çíà÷åíèé (1, y1), (2, y2), (3, y3), (4, y4).

Òîãäà çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, îïðåäåëåííûå â

(13) áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè.

Ëåììà 3. Ïóñòü çàäàííûå çíà÷åíèÿ y1, . . . , y7 òàêèå, ÷òî 1, 4 ∈ S, òî åñòü
∆3y1 < 0,∆3y4 < 0, è ïðè ýòîì 2, 3, 5, 6, 7 6∈ S. È ïóñòü zi - ðåøåíèÿ

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

1

2

7∑
i=1

(zi − yi)2 → min, (14)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì z = (z1, . . . , z7), òàêèì, ÷òî ∆3z1 = ∆3z4 = 0.

Òîãäà çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà µ1, . . . , µ7, îïðå-

äåëåííûå ïî ôîðìóëå (13), áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè.

Ïîñëåäóþùèå 3 ëåììû äîñòàòî÷íî îáúåìíûå, ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêè

òóò íå ïðèâåäåíû. Â ëåììàõ 4 è 5 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà íå óáûâàþò ïðè äîáàâëåíèè â àêòèâíîå ìíîæåñòâî íîâûõ ýëåìåí-

òîâ. À â ëåììå 6 äîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ µ íåîòðèöàòåëüíû ïðè ðåøåíèè

÷àñòíîãî êëàññà çàäà÷.

Îñíîâíûì æå ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñõîäè-

ìîñòè àëãîðèòìà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è.

9



Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî àêòèâíîãî ìíîæåñòâà S ⊂ S∗,

àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1) íå áîëåå, ÷åì çà n− |S|
èòåðàöèé. Ãäå n - ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, S∗ - àêòèâíîå ìíîæåñòâî, ïîëó÷èâ-

øååñÿ íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè àëãîðèòìà.

Êàæäûé ðàçäåë ñîäåðæèò ïðàêòè÷åñêóþ ÷àñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ïðèìåðû ðàáîòû àëãîðèòìà. Â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå âòîðîãî ðàçäå-

ëà ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âñåõ àëãîðèòìîâ íà òåñòîâîé çàäà÷å, à

èìåííî îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû, îøèáêà àëãîðèòìà, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå
1
n

n∑
i=1

(zi − yi)2, êàðäèíàëüíîñòü, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Â êà÷åñòâå âèçóàëèçàöèè ðàáîòû äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå

àêòèâíîãî ìíîæåñòâà ðàññìîòðèì ïðèìåð:

Ïóñòü èñõîäíûé âåêòîð y = (y1, y2, . . . , yn) çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

yi =
(xi)

3

100
+ ϕi, i = 1, . . . , 101,

ãäå âåêòîð x çàïîëíåí çíà÷åíèÿìè îò -50 äî 50, à ϕi - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 10, òî åñòü âåðíî:

ϕi ∼ N(0, 10), i = 1, . . . , 101.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð çíà÷åíèé z = (z1, . . . , z101). Åñëè ñîåäè-

íèòü âñå èõ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, òî ïîëó÷èì êðèâóþ, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãðåññèåé 3-ãî ïîðÿäêà ìîíîòîííîñòè. Å¼ ìîæíî âèäåòü íà ðèñóíêå 1. Òàê æå

íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû çíà÷åíèÿ yi â âèäå ïîëûõ êðóãîâ.

Êàê âèäíî ïî ðèñóíêó 1, êðèâàÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàåò çàäàí-

íûé íàáîð çíà÷åíèé. Ðåøåíèå áûëî íàéäåíî âñåãî çà 3 èòåðàöèè àëãîðèòìà.
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Ðèñóíîê 1 � Âèçóàëèçàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ

k-ìîíîòîííûõ ðåãðåññèé. Äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðà-

áîòû íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ. Òàêæå áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðàáîòû àëãî-

ðèòìîâ íà òåñòîâîé çàäà÷å.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî k-FWA è äâîéñòâåííûé àëãîðèòì íà îñíîâå àê-

òèâíîãî ìíîæåñòâà òðàòÿò íàìíîãî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âðåìåíè è èòåðà-

öèé íà ïîèñê ðåøåíèÿ, íî ïðè ýòîì íå ïîçâîëÿþò êîíòðîëèðîâàòü åãî êàðäè-

íàëüíîñòü. Àëãîðèòì k-FWA - èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, íà êàæäîé èòåðàöèè

êîòîðîãî ðåøåíèå óæå ÿâëÿåòñÿ k-ìîíîòîííûì, îäíàêî åãî òî÷íîñòü õóæå,

÷åì ó ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìîâ. ×òîáû äîïèòüñÿ áîëüøå òî÷íîñòè, òðåáóåòñÿ

áîëüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Ýòî òàê æå ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè

ðåçóëüòàòàìè â âèäå òåîðåìû 2.

Äëÿ äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå àêòèâíîãî ìíîæåñòâà äîêàçà-

íà åãî ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, à òàêæå ïðèâåäåíà îöåíêà ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè.

Âñå àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå R, èñõîäíûå êîäû ïðîãðàìì

ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè.
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