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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Êàæäûé äåíü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ðàçëè÷íûìè

ôîðìàìè îáñëóæèâàíèÿ è îáñëóæèâàþùèìè ñèñòåìàìè. Â êà÷åñòâå òàêèõ ñè-

ñòåì ìîãóò âûñòóïàòü òåëåôîííûå ñòàíöèè, äèñïåò÷åðñêèå ñëóæáû òàêñîïàð-

êîâ, ìàãàçèíû, ñàëîíû êðàñîòû, áàíêè, ðåñòîðàíû áûñòðîãî îáñëóæèâàíèÿ è

ò.ä. Âñå ýòè ñèñòåìû ñîñòîÿò èç îïðåäåëåííîãî ÷èñëà îáñëóæèâàþùèõ ïðèáî-

ðîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîãóò ôèãóðèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèáîðû, àïïàðàòû,

ëèíèè ñâÿçè, ëþäè è ò. ï. Ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â óäîâëåòâîðåíèè ïîñòóïàþùåãî â íåå ïîòîêà çàÿâîê. Çàÿâêè

ïîñòóïàþò â ñèñòåìó îäíà çà îäíîé â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, âðåìÿ

îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé çàÿâêè òàê æå ñëó÷àéíî.

Äàííàÿ òåìà àêòóàëüíà òàê êàê èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ

ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ïîñòðî-

åííûå èìèòàöèîííûå ìîäåëè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ìîãóò ïðèìå-

íÿòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ýêîíîìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèî-

íèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ìåòîäû èìèòàöèîííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñîáðàòü íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ñèñòåìû

ñ ïîìîùüþ ñîçäàíèÿ åå êîìïüþòåðèçîâàííîé ìîäåëè. Ýòà èíôîðìàöèÿ òàê

æå èñïîëüçóåòñÿ äàëåå äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç ñè-

ñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïî-

òîêîì çàÿâîê è ðàçëè÷íîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé, íîðìàëüíîé,ïîñòîÿííîé) äëè-

òåëüíîñòüþ èõ îáñëóæèâàíèÿ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì

ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê è ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èõ

îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ îáñëóæèâàíèå çàÿâîê ïîñòóïàþùèõ â ñèñòå-

ìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

� îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè ìàññîâîãî îáñëó-

æèâàíèÿ;
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� ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì äëèòåëüíîñòè èõ îáñëóæèâàíèÿ;

� ïîñòðîèòü ìîäåëü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàñ-

ñîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê è ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èõ

îáñëóæèâàíèÿ;

� ðàññ÷èòàòü îñíîâíûå ïðàêòè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàí-

íîé ñèñòåìû;

� ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííîé êîìïüþòåðèçèðîâàííîé ìîäåëè ñèñòåìû ìàññî-

âîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê

è ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èõ îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâà-

íèÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì, ðàññ÷èòûâàòü ýêîíîìè-

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì. Ïî

ðåçóëüòàòàì ýòèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî äåëàòü âûâîäû î ñîñòîÿòåëüíîñòè è ýô-

ôåêòèâíîñòè ïðåäïðèÿòèé.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷-

íèêîâ, ñîñòîÿùåãî èç 20 íàèìåíîâàíèé, è òðåõ ïðèëîæåíèé.Îáùèé îáúåì ðà-

áîòû ñîñòàâëÿåò 54 ñòðàíèöû, âêëþ÷àÿ 3 òàáëèöû è ïðèëîæåíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ. Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ïðîèçâîäèò îáñëó-

æèâàíèå òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ â íåå èç èñòî÷íèêà òðåáîâàíèé è âîçâðà-

ùàþùèõñÿ ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â èñòî÷íèê. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé â ñè-

ñòåìå ïðîèçâîäèòñÿ îáñëóæèâàþùèìè ïðèáîðàìè. Ñèñòåìà ìîæåò ñîäåðæàòü

îò îäíîãî äî áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèáîðîâ. Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
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íèÿ,ñîäåðæàùàÿ îäèí ïðèáîð, íàçûâàåòñÿ îäíîëèíåéíîé, ñèñòåìà, ñîäåðæà-

ùàÿ íå ìåíåå äâóõ ïðèáîðîâ, ìíîãîëèíåéíîé.

Â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè â ñèñòåìå âîçìîæíîñòè îæèäàíèÿ ïîñòó-

ïèâøèìè òðåáîâàíèÿìè èõ îáñëóæèâàíèÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

äåëÿòñÿ íà òðè òèïà:

1) ñèñòåìû ñ ïîòåðÿìè, â êîòîðûõ òðåáîâàíèÿ, íå íàøåäøèå â ìîìåíò

ïîñòóïëåíèÿ íè îäíîãî ñâîáîäíîãî ïðèáîðà, òåðÿþòñÿ (âîçâðàùàþòñÿ â èñ-

òî÷íèê áåç îáñëóæèâàíèÿ);

2) ñèñòåìû ñ îæèäàíèåì, â êîòîðûõ âîçìîæíî îæèäàíèå ëþáîãî ÷èñ-

ëà òðåáîâàíèé, ïðè ýòîì îæèäàþùèå òðåáîâàíèÿ îáðàçóþò î÷åðåäü, äëèíà

êîòîðîé íå îãðàíè÷åíà;

3) ñèñòåìû ñ îæèäàíèåì è îãðàíè÷åíèÿìè, â êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ î÷åðåäè îãðàíè÷åííîé äëèíû. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ,

ïîñòóïèâøèå â ñèñòåìó, êîãäà îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ìåñòà äëÿ îæèäàíèÿ â

î÷åðåäè, òåðÿþòñÿ (âîçâðàùàþòñÿ â èñòî÷íèê áåç îáñëóæèâàíèÿ).

Â ñèñòåìàõ ñ îæèäàíèåì î÷åðåäü â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ñëîæíóþ

ñòðóêòóðó, ÿâëÿÿñü íåêîòîðûì íàáîðîì î÷åðåäåé. Âûáîð î÷åðåäíîãî òðåáî-

âàíèÿ èç î÷åðåäè íà îáñëóæèâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé äèñ-

öèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ. Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðàâèëå

ïîñòàíîâêè çàÿâîê â î÷åðåäü è ïîðÿäêå èõ âûáîðà èç î÷åðåäè íà îáñëóæèâà-

íèå, ðàñïðåäåëåíèè ïðèáîðîâ ìåæäó çàÿâêàìè.

Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåáîâàíèé, êîòîðûå ïîñòóïàþò â ñè-

ñòåìó îáñëóæèâàíèÿ è êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñëóæèòü, íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì

òðåáîâàíèé.

Ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ î÷åíü ÷àñòî, òàê êàê

ê èõ îáðàçîâàíèþ ïðèâîäèò ñóììèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ ñ áîëüøèìè

èíòåðâàëàìè âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé. Ïóàññîíîâñêèé ïî-

òîê âûäåëÿåòñÿ îñîáî íå òîëüêî èç-çà åãî ïðîñòîòû, íî è ïîòîìó, ÷òî ïðè

ñóììèðîâàíèè ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê òàêæå áóäåò

ïóàññîíîâñêèì.

Ïàðàìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ñèñòåìû

îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ïÿòüþ âåëè÷èíàìè:

A/S/k/B/Z.
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ÁóêâàA õàðàêòåðèçóåò ïîòîê òðåáîâàíèé. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òîëüêî

A =M(Markov) � ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé. Áóêâà S õàðàêòåðèçóåò

ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ íà îòäåëüíûõ

ïðèáîðàõ îáñëóæèâàíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî S = G � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, ðàñïðå-

äåëåíèå ïðîèçâîëüíîå . Áóêâà k îáîçíà÷àåò ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ

â ÑÌÎ. Áóêâà B - ÷èñëî ìåñò äëÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè (ìàñêèìàëüíàÿ äëè-

íà î÷åðåäè). Çíà÷åíèå B = 0 õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó ñ ïîòåðÿìè, çíà÷åíèå

0 6 B 6 ∞ - êîìáèíèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ îæèäàíèåì è ïîòåðÿìè, à B = ∞
- ÷èñòóþ ñèñòåìó ñ îæèäàíèåì, òî åñòü áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìåñò äëÿ îæè-

äàíèÿ. Áóêâà Z óêàçûâàåò ÷èñëî èñòî÷íèêîâ òðåáîâàíèé. Ïðè ðàññìîòðåíèè

êîíêðåòíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòîêè òðåáî-

âàíèé ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ îáñëó-

æèâàíèÿ.

Â ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà-

÷åíèÿ: λ - èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé;

µ - èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé îäíèì ïðèáîðîì;

κ - ÷èñëî ïðèáîðîâ â ñèñòåìå;

ρ - êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ ñèñòåìû;

n - ÷èñëî òðåáîâàíèé â ÑÌÎ;

n - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ì. î.) ÷èñëà òðåáîâàíèé â ÑÌÎ;

b - ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè ÑÌÎ;

b - ì.î ÷èñëà òðåáîâàíèé â î÷åðåäè;

g - ì.î ÷èñëà ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ;

h - ì.î ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ;

u - ì.î äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèé â ÑÌÎ;

ν - ì.î äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáîðîì, ν =
1

µ
;

w - ì.î äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèé â î÷åðåäè (âðåìåíè îæè-

äàíèÿ);

Z - ÷èñëî èñòî÷íèêîâ òðåáîâàíèé â çàìêíóòîé ÑÌÎ;

B - ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â î÷å-

ðåäè;

pn - ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ â ÑÌÎ òî÷íî n òðåáîâàíèé.

5



Îñíîâíûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà

ÑÌÎ,ãäå V - îáùåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â èñòî÷íèêàõ äî íà÷àëà ðàáîòû ÑÌÎ;

V ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì, ÿâëÿþòñÿ:

n =
V∑
n=0

npn - ì.î. ÷èñëà òðåáîâàíèé â ÑÌÎ;

b =
V∑

n=k+1

(n− κ)pn- ì.î. ÷èñëà òðåáîâàíèé â î÷åðåäè;

g =
κ∑
n=0

(κ− n)pn -ì.î. ÷èñëà ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ;

h =
κ∑
n=0

npn + κ
V∑

n=κ+1
pn - ì.î. ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ.

Òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

h+ g = κ, h+ b = n, ν + w = u.

Èçâåñòåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñðåäíåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó

â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ÑÌÎ èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî ïîòîêà ðàâíà

èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà.

Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îòêðûòûõ ñèñòåì, êîãäà âõîäÿùèå

òðåáîâàíèÿ íåçàâèñèìû îò âûõîäÿùèõ, èìååò ôîðìóëà Ëèòòëà: n = λu èëè

b = λw.

Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ òèïàM/G/1. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ òèïà M/G/1 îïèñûâàåòñÿ íåìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-

ñîì. Äëÿ àíàëèçà ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âëîæåííûõ öåïåé Ìàð-

êîâà, ðàçðàáîòàííûé Ïàëüìîì è Êåíäàëëîì. Âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé

â ñèñòåìó ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè

èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè

F (t) = 1− exp(−λt), t ≥ 0

Â ñèñòåìå èñïîëüçóåòñÿ äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ FCFS.

Ìàòðèöà ïåðåõîäîâ P = [pij](i, j = 0, 1, 2, ...) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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P =



α0 α1 α2 α3 . . .

α0 α1 α2 α3 . . .

0 α0 α1 α2 . . .

0 0 α0 α1 . . .

0 0 0 α0 . . .

. . . .

. . . .

. . . .


,

ãäå αk
def
= P (vn+1 = k).

Ôîðìóëà Ïîëÿ÷åêà � Õèí÷èíà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëèòü ñðåäíåå ÷èñëî

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå òèïà M/G/1 èìååò âèä

q = ρ+ ρ2
(1 + C2

b )

2(1− ρ)
.

Âåëè÷èíû n äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå è b äëÿ ñðåäíåãî

÷èñëà òðåáîâàíèé â î÷åðåäè (íå ñ÷èòàÿ îáñëóæèâàåìîãî òðåáîâàíèÿ) ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

b = n− ρ. (1)

Îæèäàåìîå ÷èñëî òðåáîâàíèé, îñòàþùèõñÿ ïðè óõîäå îáñëóæåííîãî òðå-

áîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû M/M/1:

q =
ρ

1− ρ
. (2)

Äëÿ ñèñòåìû M/D/1:

q =
ρ

(1− ρ)
− ρ2

2(1− ρ)
.

Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà òèïà M/D/1 â ñðåäíåì ñîäåðæèò íà ρ2/2(1− ρ) òðå-
áîâàíèé ìåíüøå, ÷åì ñèñòåìà M/M/1.

Èçâåñòíî, ÷òî q îïèñûâàåò òàêæå ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñëó÷àéíûé

ìîìåíò âðåìåíè, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü q = n. Ê ýòîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ

ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò Ëèòòëà è ïîëó÷èòü ñðåäíåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå
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òðåáîâàíèåì â ñèñòåìå (î÷åðåäü ïëþñ îáñëóæèâàíèå). Òàêèì îáðàçîì,

n = ρ+ ρ2
(1 + C2

b )

2(1− ρ)
= λu.

Ðåøàÿ îòíîñèòåëüíî u, ïîëó÷àåì ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â

ñèñòåìå

u = x+
ρx(1 + C2

b )

2(1− ρ)
. (3)

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â î÷åðåäè

w =
ρx(1 + C2

b )

2(1− ρ)
,

èëè

w =
w0

1− ρ
, (4)

ãäå w0
def
= λx2/2 � ýòî ñðåäíåå îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ äëÿ òðåáî-

âàíèÿ (åñëè òàêîå åñòü), íàõîäÿùåãîñÿ â îáñëóæèâàþùåì ïðèáîðå â ìîìåíò

ïîñòóïëåíèÿ íîâîãî òðåáîâàíèÿ (ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èç îáùåé ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåãî îñòàòî÷íîãî âðåìåíè).

w

x
=

ρ

1− ρ
, M/M/1; (5)

w

x
=

ρ

2(1− ρ)
, M/D/1. (6)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ñ ðåãóëÿðíûì îáñëóæèâàíèåì (M/D/1) õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ ñðåäíèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ âäâîå ìåíüøèì, ÷åì ñèñòåìà ñ ïîêàçàòåëüíûì

îáñëóæèâàíèåì (M/M/1). Ýòî çàêîíîìåðíî, òàê êàê âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñè-

ñòåìå, òàê æå, êàê è ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, ïðîïîðöèîíàëüíî äèñïåðñèè

âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïðèíöèïàì ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííûõ ìîäå-

ëåé ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå åñòü ïðî-

öåññ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëè ðåàëüíîé ñèñòåìû è ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåí-

òîâ íà ýòîé ìîäåëè ñ öåëüþ ëèáî ïîíÿòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû, ëèáî îöåíèòü (â

ðàìêàõ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íåêîòîðûì êðèòåðèåì èëè ñîâîêóïíî-

8



ñòüþ êðèòåðèåâ) ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè, îáåñïå÷èâàþùèå ôóíêöèîíèðîâàíèå

äàííîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýòî

ïðîöåññ, âêëþ÷àþùèé è êîíñòðóèðîâàíèå ìîäåëè, è àíàëèòè÷åñêîå ïðèìåíå-

íèå ìîäåëè äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðîé ïðîáëåìû.

Ñèñòåìà Ŝ ñîñòîèò èç îáúåêòîâ: èñòî÷íèê òðåáîâàíèé, î÷åðåäü òðåáî-

âàíèé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, ïðèáîð ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, òðåáîâàíèå.

Îáúåêòàì ñèñòåìû Ŝ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îáúåêòû èìèòàöèîííîé ìîäå-

ëè.

Òðåáîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìå-

ùàåìûå ïî ñèñòåìå îáúåêòû, ðàçëè÷àþùèåñÿ êëàññîì, ïðèîðèòåòîì, íîìåðîì

è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè. Èç âñåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ òðåáîâàíèÿ ðåàëüíîé

ñèñòåìû â ìîäåëè íåîáõîäèìî îòîáðàçèòü òîëüêî òå, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò

äîñòèæåíèþ öåëè ìîäåëèðîâàíèÿ. Íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå àòðèáóòû òðåáî-

âàíèÿ ìîäåëè: ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ tn â î÷åðåäü ñèñòåìû èç èñ-

òî÷íèêà, ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ tnac, ìîìåíò çàâåðøåíèÿ

îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ tzav.

Ðàçíîñòü ìîìåíòîâ tzav è tnac îïðåäåëÿåò äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ òðå-

áîâàíèÿ â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ, à ðàçíîñòü ìîìåíòîâ tnac è tn - äëèòåëüíîñòü

îæèäàíèÿ òðåáîâàíèÿ â î÷åðåäè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòà-

òèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ îöåíîê õàðàêòåðèñòèê u è b ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåííîå

÷èñëî îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé. Èõ õðàíåíèå â ìîäåëè îðãàíèçóåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì.

Ïðèáîð, çàâåðøèâ îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ, áóäåò íàïðàâëÿòü åãî íå

â èñòî÷íèê, à â ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííóþ î÷åðåäü îáñëóæåííûõ òðåáîâà-

íèéQobsl. Òîãäà ïðèçíàêîì îêîí÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ èìèòàöèîííîé ìîäåëüþ

áóäåò äîñòèæåíèå çàðàíåå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé â

î÷åðåäè Qobsl.

Î÷åðåäè. Î÷åðåäè ÿâëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûìè îáúåêòàìè èìèòàöèîí-

íûõ ìîäåëåé ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ è ñëóæàò äëÿ õðàíåíèÿ òðåáîâàíèé, îæè-

äàþùèõ îáðàáîòêè. Îñíîâíûì íàáîðîì õàðàêòåðèñòèê î÷åðåäè ÿâëÿþòñÿ:

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè, äèñöèïëèíà óñòàíîâëåíèÿ òðå-

áîâàíèé â î÷åðåäü è âûáîðà èõ èç î÷åðåäè, ïðèîðèòåò òðåáîâàíèé, êîòîðûì

ðàçðåøàåòñÿ ïðåáûâàòü â î÷åðåäè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìèòàöèîííàÿ

9



ìîäåëü ñèñòåìû Ŝ ñîäåðæèò î÷åðåäü Q òðåáîâàíèé, îæèäàþùèõ îáñëóæèâà-

íèÿ, è î÷åðåäü Qobsl îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé.

Ìîäåëüíîå âðåìÿ â èìèòàöèîííîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî ãëîáàëüíîé ïå-

ðåìåííîé âåùåñòâåííîãî òèïà, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå [0,∞) è

îáåñïå÷èâàþùåé èìèòàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ðàçâèòèÿ ïðîöåññîâ ñèñòåìû Ŝ.

Ñîáûòèå - ìãíîâåííîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ñèñòåìû Ŝ. Â èìè-

òàöèîííîé ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ ñîáûòèÿ òðåõ òèïîâ: ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèÿ

â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, íà÷àëî îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðèáî-

ðîì ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ è óõîä òðåáîâàíèÿ èç ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëó-

æèâàíèÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû Ŝ â èìèòàöèîííîé ìîäåëè ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëîãè÷åñêè ñâÿçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé íà îñè

ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåðâàëàìè

âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè è òèïîì ñîáûòèé.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîñòðîåííà ìîäåëü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëó-

æèâàíèÿ òèïà M/G/1.Â äàííóþ ñèñòåìó ïîñòóïàåò ïîòîê çàÿâîê, èìåþùèé

ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ

çàÿâîê èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ. Â ñèñòåìå

èìååòñÿ 1 ðàáîòàþùèé îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð. Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ

î÷åðåäíîé çàÿâêè â ñèñòåìå óæå íàõîäèòñÿ îäíà è áîëåå çàÿâîê, òî ýòà çàÿâ-

êà ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü è æäåò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ. Äèñöèïëèíà îáñëó-

æèâàíèÿ FCFS. Âìåñòèìîñòü ñèñòåìû íå îãðàíè÷åíà. Åìêîñòü èñòî÷íèêà

áåñêîíå÷íà.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû ñèñòåìû:

1) ρ̃ - êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû;

2) b̃ � ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè;

3) w̃ - ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè;

4) ũ - ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê â ïðîãðàììå Matlab áûëà

íàïèñàíà ïðîãðàììà, ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó äàííîé ñèñòåìû (îïèñàíèå ïðî-

ãðàììû,ëèñòèíã è ðåçóëüòàòû ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíû â ïðèëîæåíèÿõ À è

Á ñîîòâåòñòâåííî).

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: λ, µ.
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Âûõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: êîëè÷åñòâî îá-

ñëóæåííûõ ïðèáîðîì òðåáîâàíèé ; ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðèáî-

ðîì; ñóììàðíîå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ òðåáîâàíèé â î÷åðåäè è âîîáùå â ñèñòåìå;

ρ̃ - êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû; b̃ - ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷å-

ðåäè; w̃ - ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè (â ÷àñàõ); ũ - ñðåäíåå âðåìÿ

ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå (â ÷àñàõ).

Êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ (çàãðóçêè) ñèñòåìû ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìó-

ëå:

ρ̃ =
ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ

âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè (â ÷àñàõ) ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

b̃ =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè

âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
.

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè (â ÷àñàõ) ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå:

w̃ =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè

êîëè÷åñòâî çàÿâîê
.

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå (â ÷àñàõ):

ũ =
ñóììàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìå

êîëè÷åñòâî çàÿâîê
.

Äëÿ îöåíêè ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðèñòèê â ïðîãðàììå áûëè ââåäåíû ôîð-

ìóëû, ðàññ÷èòûâàþùèå òå æå ïàðàìåòðû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåòè÷åñêèõ

ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2.

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (òàáëèöà 1). Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ òàáëèöû 1 âèäíî,

÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òðåáîâàíèé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå

íà îñíîâå äèñêðåòíîé ìîäåëè, îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðè-

ñòèê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóë, ìåíåå ÷åì íà 5 %.Åñëè

ñðàâíèâàòü õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå äèñêðåòíîé ìîäåëè, äëÿ

n = 100 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå òåî-

ðåòè÷åñêèõ ôîðìóë, òî âèäíî, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà 30%. Ýòî
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ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå òðåáîâàíèé, ñèñòåìà íå óñïåâàåò

äîñòè÷ü ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïîýòîìó ðàçíèöà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ñóùåñòâåííà.

Òàáëèöà 1 � Õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû M/G/1

Ðàñ÷åò íà îñíîâàíèè
äèñêðåòíîé ìîäåëè

Ðàñ÷åò íà îñíîâàíèè
òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóë

Õàðàêòåðèñòèêè λ = 3, µ = 4,
n = 100000

λ = 3, µ = 4

êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâà-
íèÿ ñèñòåìû

ρ̃M = 0.75086,
ρ̃N = 0.74848,
ρ̃D = 0.74996

ρ = 0.75000

ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â
î÷åðåäè

w̃M = 0.77132,
w̃N = 0.72544,
w̃D = 0.37340

wM = 0.75000,
wN = 0.75000,
wD = 0.37500

ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå

ũM = 1.0216,
ũN = 0.97496,
ũD = 0.62340

uM = 1,
uN = 1,
uD = 0.62500

ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â
î÷åðåäè

b̃M = 2.3138,
b̃N = 2.1762,
b̃D = 1.1201

bM = 2.2500,
bN = 2.2500,
bD = 1.1250

λ = 5, µ = 8,
n = 100000

λ = 5, µ = 8

êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâà-
íèÿ ñèñòåìû

ρ̃M = 0.61936,
ρ̃N = 0.62120,
ρ̃D = 0.62251

ρ = 0.62500

ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â
î÷åðåäè

w̃M = 0.20201,
w̃N = 0.20720,
w̃D = 0.10590

wM = 0.20833,
wN = 0.20833,
wD = 0.10417

ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå

ũM = 0.32638,
ũN = 0.33194,
ũD = 0.23090

uM = 0.33333,
uN = 0.33333,
uD = 0.22917

ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â
î÷åðåäè

b̃M = 1.0060,
b̃N = 1.0319,
b̃D = 0.52737

bM = 1.0417,
bN = 1.0417,
bD = 0.52083
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Åñëè ñðàâíèâàòü ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè ñ òî÷êè çðåíèÿ çàêîíà

ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò

èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû ïðèìåðíî îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ òðåõ ðàñïðåäåëåíèé

(òàáëèöà 1), à ñðåäíåå âðåìÿ ïðîâåäåííîå òðåáîâàíèåì â î÷åðåäè èëè â ñè-

ñòåìå äëÿ ïîñòîÿííîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â äâà ðàçà ìåíüøå

÷åì äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò

òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ èìèòà-

öèîííîé ìîäåëè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé âûãîäíåå, ÷òîáû îáñëóæèâà-

íèå áûëî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Õîòÿ íà ïðàêòèêå, íàâåðíîå, ýòîãî äîáèòüñÿ

ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ïîëíîñòüþ èìèòèðóåò ðàáîòó ðàññìîò-

ðåííîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, è â äàëüíåéøåì ìîæåò áûòü ïðè-

ìåíåíà äëÿ ðàñ÷åòà ýêîíîìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèî-

íèðîâàíèÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííîé ðàáîòû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

1. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ. Èçó÷åíû ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàññîíîâñêèì

âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê è ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èõ îáñëóæèâàíèÿ.

2. Èçó÷åíû ïðèíöèïû è àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííîé ìîäåëè

ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

3. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷åííîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó òàêîé ñèñòåìû,

è ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Ïðîãðàììíûé

êîä è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâîäÿòñÿ â ïðèëîæåíèè Á. Òàê æå

ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàññîíîâñêèìè âõîäÿùèì

ïîòîêîì òðåáîâàíèé è ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èõ îáñëóæèâàíèÿ íà îñíî-

âå òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóë. Òåêñò ïðîãðàììû è ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû

ïðèâîäÿòñÿ â ïðèëîæåíèè Â. Ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ïðèìåð ñèñòåìû ìàñ-

ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèìè âõîäÿùèì è âûõîäÿùèì ïîòîêàìè

òðåáîâàíèé ñ îäíèì îáñëóæèâàþùèìè ïðèáîðîì.
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4. Âû÷èñëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ ñ îæèäàíèåì ñ ïóàññîíîâñêèìè âõîäÿùèì ïîòîêîì òðåáîâàíèé è ðàçëè÷-

íîé äëèòåëüíîñòü èõ îáñëóæèâàíèÿ íà îñíîâå äèñêðåòíîé ìîäåëè è íà îñíîâå

òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ îäíèõ è òåõ æå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåäåí

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.
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