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➶âåäåíèå✳ ➶ ñîâðåìåííûõ ðåàëèÿõ ðåøåíèå ðåàëüíûõ çàäà÷ ñâÿçàííûõ

ñ îáòåêàíèåì òåëà âÿçêîé æèäêîñòüþ âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî✳ ➘ëÿ

ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèáåãàþò ê èõ ïðåäñòàâëåíèþ â íåñêîëüêî

óïðîùåííîì âèäå ïðè ïîìîùè ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòûõ òåë✱

òàêèõ êàê✱ íàïðèìåð✱ êîíóñ✳ ➘ëÿ åù➻ áîëüøåãî óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ ðàñ÷åòû

ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ✱

à êîíêðåòíåå ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì✱ òàêèõ êàê ❆◆❙❨❙ ❈❋❳✱ ❆◆❙❨❙

❋▲❯❊◆❚ ✭îáà ïàêåòà ñ íåêîòîðîãî âðåìåíè ïîñòàâëÿþòñÿ âìåñòå ✖ â ñîñòàâå

❆◆❙❨❙ ❈❋❉✮✱ ❋❧♦✇❱✐s✐♦♥✱ ❋❖❘❚❘❆◆✱ ❙❚❆❘ ❈❉✱❙❚❆❘✲❈❈▼✰✱ ❖♣❡♥❋❖❆▼✳

Òàêèå ïàêåòû ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû✳ ❒åòîäû âû÷èñëè✲

òåëüíîé ãèäðîãàçîäèíàìèêè âîçíèêëè â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà✳

➶ ÷àñòíîñòè✱ âîçíèê è äîñòèã âûñîêîãî óðîâíÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîä êîíå÷✲

íûõ îáúåìîâ ✭❒✃❰✮✳

➶ êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà ìîäåëèðîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â äàííîé

ðàáîòå ïàêåò ❖♣❡♥❋❖❆▼✳

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äâèæåíèÿ òåëà ïðîñòåéøèõ ôîðì ïîä

ëàìèíàðíûì ïîòîêîì âÿçêîé æèäêîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t✳

➶ ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåí ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ❖♣❡♥❋❖❆▼✳

➶î âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà è èõ âåêòîð✲

íàÿ ôîðìà çàïèñè✳ ➶ òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåí ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ

íà ïðèìåðå ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà íåêîé âåëè÷èíû â êîíòðîëü✲

íîì îáúåìå✳ ➶ ÷åòâåðòîì ðàññìîòðåí ïðèíöèï ðàáîòû èñïîëüçóåìîãî â ðå✲

øåíèè çàäà÷è ðåøàòåëÿ ♣✐♠♣❧❡❋❖❆▼✳ ➶ ïÿòîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ íàãëÿä✲

íàÿ ïðîâåðêà îïèñàííûõ â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðèíöèïîâ ðàáîòû ðåøàòåëÿ

♣✐♠♣❧❡❋❖❆▼✳ ➶ øåñòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà êèíå✲

òè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè íà ñòàíäàðòíû ïðèìåð èç òóòîðèàëà✳ ➶ ñåäü✲

ìîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t íà ïðîâåäåííîå

â øåñòîì ðàçäåëå ìîäåëèðîâàíèå✳ ➶ êîíöå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàí✲

íûõ èñòî÷íèêîâ✱ ñîñòîÿùèé èç ✷✶✲ãî✱ è ñïèñîê ïðèëîæåíèé✱ ñîäåðæàùèé ïðî✲

ãðàììíûé êîä ôàéëà ❢✈❙♦❧✉t✐♦♥✱ à òàê æå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è

äàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøàòåëåé è ìîìåíòîâ âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ✳

Ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ❖♣❡♥❋❖❆▼✳

❖♣❡♥❋❖❆▼ ✖ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûé èíñòðóìåíòàðèé âû÷èñëèòåëü✲

✷



íîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ îïåðàöèé ñ ïîëÿìè ✭ñêàëÿðíûìè✱ âåêòîðíûìè è

òåíçîðíûìè✮✳

➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû íîâàÿ ïëàòôîðìà áûëà áîëåå ãèáêîé è ìîùíîé✱ ÷åì

❋❖❘❚❘❆◆✱ â êà÷åñòâå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë âûáðàí ❈✰✰ èç✲çà åãî

ìîäóëüíîñòè è îáúåêòíî✲îðèåíòèðîâàííûõ âîçìîæíîñòåé✳

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷àëàñü äëÿ ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ✱

íî â ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíåãî àêàäåìè÷åñêîãî è ïðîìûøëåííîãî ðàçâèòèÿ íà

ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåõàíè✲

êè ñïëîøíûõ ñðåä ✭íå îãðàíè÷èâàÿñü åþ✮✱ â ÷àñòíîñòè✿

✲ Ïðî÷íîñòíûå ðàñ÷åòû❀

✲ ➹èäðîäèíàìèêà íüþòîíîâñêèõ è íåíüþòîíîâñêèõ âÿçêèõ æèäêîñòåé êàê â

íåñæèìàåìîì✱ òàê è ñæèìàåìîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî òåïëî✲

îáìåíà è äåéñòâèåì ñèë ãðàâèòàöèè✳ ➘ëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷å✲

íèé âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ❘❆◆❙✲ìîäåëåé✱ ▲❊❙✲ è ❉◆❙ ìåòîäîâ✳ ➶îçìîæíî

ðåøåíèå äîçâóêîâûõ✱ îêîëîçâóêîâûõ è ñâåðõçâóêîâûõ çàäà÷❀

✲ ➬àäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â òâåðäîì òåëå❀

✲ ❒íîãîôàçíûå çàäà÷è✱ â òîì ÷èñëå ñ îïèñàíèåì õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé êîìïî✲

íåíò ïîòîêà❀

✲ ➬àäà÷è✱ ñâÿçàííûå ñ äåôîðìàöèåé ðàñ÷åòíîé ñåòêè❀

✲ Ñîïðÿæåííûå çàäà÷è❀

✲ ❮åêîòîðûå äðóãèå çàäà÷è✱ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå êîòîðûõ òðåáó✲

åòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â óñëî✲

âèÿõ ñëîæíîé ãåîìåòðèè ñðåäû❀

✲ Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ðàñ÷åòà äëÿ çàïóñêà íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ✭â

òîì ÷èñëå êëàñòåðíûõ✮✳

➶ îñíîâå êîäà ëåæèò íàáîð áèáëèîòåê✱ ïðåäîñòàâëÿþùèõ èíñòðóìåíòû

äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

êàê â ïðîñòðàíñòâå✱ òàê è âî âðåìåíè✳ Ðàáî÷èì ÿçûêîì êîäà ÿâëÿåòñÿ ❈✰✰✳

➶ òåðìèíàõ äàííîãî ÿçûêà áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

è òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîãðàììíîì êîäå ✭äî òðàíñëÿöèè â èñïîëíÿåìûé

ôàéë✮ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â óäîáî÷èòàåìîé ôîðìå✱ à ìåòîä

äèñêðåòèçàöèè è ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü âûáðàí óæå

ïîëüçîâàòåëåì â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ✳ Òàêèì îáðàçîì✱ â êîäå ïîëíîñòüþ èíêàï✲

✸



ñóëèðóþòñÿ è ðàçäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè ✭ìåòîä äèñêðåòèçàöèè✮✱

äèñêðåòèçàöèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ✲

íåíèé✳

➶ìåñòå ñ êîäîì ïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð ïðîãðàìì✲ðåøàòåëåé✱ â êîòîðûõ ðåà✲

ëèçîâàíû ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä✳

❒îäåëèðóåìûé ñëó÷àé âêëþ÷àåò äàííûå äëÿ ñåòêè✱ ïîëåé✱ ñâîéñòâ✱ ïàðà✲

ìåòðîâ êîíòðîëÿ ðåøåíèÿ✱ è ò✳ä✳ ➶ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ýòè äàííûå õðàíÿòñÿ â ðÿäå

ôàéëîâ â ïðåäåëàõ äèðåêòîðèè ñ ïðèìåðîì✱ à íå â åäèíñòâåííîì ôàéëå ïðè✲

ìåðà✱ êàê âî ìíîãèõ äðóãèõ ïàêåòàõ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè ✭❈❋❉✮✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è òàêæå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü

❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t äëÿ êîíòðîëÿ äåôîðìàöèè è ìîðôèíãà ✭âèçóàëüíîãî ýô✲

ôåêòà✱ ñîçäàþùåãî âïå÷àòëåíèå ïëàâíîé òðàíñôîðìàöèè îáúåêòà✮ ñåòêè âî

âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ✳ Ýòîò ñëîâàðü íåîáõîäèì òîëüêî äëÿ ðåøàòåëåé✱ êîòî✲

ðûå âûçûâàþò äâèæåíèå ñåòêè✳ ❮àïðèìåð✱ ðàññìàòðèâàåìûé è èñïîëüçóåìûé

â äàííîé ðàáîòå ðåøàòåëü ♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠✳ ❬✻❪

➶ìåñòå ñ ❖♣❡♥❋❖❆▼ òàêæå ïîñòàâëÿåòñÿ P❛r❛❱✐❡✇ ✖ îòêðûòûé ãðàôè÷å✲

ñêèé êðîññ✲ïëàòôîðìåííûé ïàêåò äëÿ èíòåðàêòèâíîé âèçóàëèçàöèè â èññëå✲

äîâàòåëüñêèõ öåëÿõ✱ ðàçðàáàòûâàåìûé ❮àöèîíàëüíîé ❐àáîðàòîðèåé Ñàíäèà✱

êîìïàíèåé ❑✐t✇❛r❡ è ❮àöèîíàëüíîé ❐àáîðàòîðèåé ❐îñ✲➚ëàìîñà✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ â ❖♣❡♥ ❋❖❆▼ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

ôàéëû ôîðìàòà st❧✳ ➘ëÿ èõ ñîçäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ❙❆▲❖▼❊ ✖ îòêðûòàÿ èí✲

òåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìó äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✳ Ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íàáîð ïðå✲ è ïîñòïðîöåññèíãà ❬✽❪✳

Óðàâíåíèå ❮àâüå✲Ñòîêñà✳ Óðàâíåíèÿ ❮àâüå✲Ñòîêñà ïîëó÷àþòñÿ ïó✲

òåì ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè ê ñïëîøíîé ñðåäå ❬✶✸❪✳ Ïîëó÷àåì

ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé â òðåõìåðíîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ❬✶✹❪✳

➬àïèøåì äàííóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîì âèäå✳

ρ ·
dV

dt
= ρ · ~F −∇p+ (µ′ + µ)∇div~V + µ ·∆~V ✭✶✮

➶ îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ✭✶✮ ó÷èòûâàåò òåïëîïðîâîäíîñòü✳ Òî åñòü êîýô✲

ôèöèåíòû âÿçêîñòè µ, µ′ ✖ ýòî ôóíêöèè✱ çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû✳ ❰äíàêî✱

✹



åñëè âçÿòü µ, µ′ = const✱ òî óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ✱ òàê êîýô✲

ôèöèåíòû âÿçêîñòè ìîæíî ñâîáîäíî âûòàñêèâàòü èç ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé✳

❰äíàêî✱ åñëè òåìïåðàòóðíîå ïîëå ñèëüíî ìåíÿëîñü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè✱ òàêîå

óïðîùåíèå ïðèâåäåò ê ñèëüíîìó ðàñõîæäåíèþ ñ ðåàëüíûì ðåçóëüòàòîì✳

➴ñëè îáåçðàçìåðèòü óðàâíåíèå ✭✶✮✱ òî ïåðåä âÿçêèìè ÷ëåíàìè ïîÿâëÿåòñÿ

ìíîæèòåëü✿

1

Re
, ✭✷✮

ãäå Re ✖ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà✿

Re =
d · |U |

ν
,

ãäå d ✖ õàðàêòåðíàÿ ðàçìåðíîñòü✱ |U | ✖ ìîäóëü õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè✱ ν ✖

êèíåòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ❬✶✺❪✳

Ñîîòâåòñòâåííî ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ìíîæèòåëü ✭✷✮ áóäåò

ñèëüíî óìåíüøàòüñÿ✱ ÷òî âûçîâåò áûñòðîå èçìåíåíèå ôóíêöèè✳ ➮ç✲çà ýòîãî

äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ òóðáóëåíòíûì✱ à ðåøåíèå íåóñòîé÷èâûì✳

❒åòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ✳ Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà

êîíå÷íûõ îáúåìîâ✱ ðàññìàòðèâàÿ ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå áàëàíñà íåêîé âåëè✲

÷èíû φ ✭íàïðèìåð✱ êèíåòè÷åñêîé ñèëû òóðáóëåíòíîñòè✮ â êîíòðîëüíîì îáú✲

åìå Ω✱ îãðàíè÷åííîì ïîâåðõíîñòüþ S =
∑

Sk ñ âíåøíåé íîðìàëüþ ~n✿

∫

Ω

∂(p · φ)

∂t
dΩ +

∑
k

∫

Sk

~n · ~qds =

∫

Ω

QdΩ, ~q = p · ~V · φ− α · ∇φ, ✭✸✮

ãäå ~q ✖ âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà φ ñ êîíâåêòèâíîé è äèôôóçèîííîé ñîñòàâ✲

ëÿþùèìè✱ ◗ ✖ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ✱ ~V ✖ âåêòîð

ñêîðîñòè✱ p ✖ ïëîòíîñòü ñðåäû✱ α ✖ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè ñòÿãèâàíèè îáúåìà äî òî÷êè✱ ìîæíî íà îñíîâàíèè ôîð✲

ìóëû ❰ñòðîãðàäñêîãî✲➹àóññà çàïèñàòü óðàâíåíèå ✭✸✮ â äèôôåðåíöèàëüíîé

ôîðìå✿

∂(p · φ)

∂t
+∇ · ~q = Q.

✺



➘ëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ ✭✸✮ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âõîäÿùèå â íåãî

èíòåãðàëû ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðíûõ ôîðì✳

➘ëÿ âû÷èñëåíèÿ ~qe äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì êîíâåêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ✳

Ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíü ÿ÷åéêè ge = ~Se · (p · ~V )e âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìî✲

ùè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè✳ Ïðè èçâåñòíîì ðàñõîäå ðàñ÷åò

êîíâåêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà φ ÷åðåç ãðàíü ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ

φe✳ ➘ëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ âäîëü ñåòî÷íîé

ëèíèè ïî äâóì óçëîâûì çíà÷åíèÿì✱ φP è φE✳

➚ïïðîêñèìàöèÿ äèôôóçíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà íå òðåáóåò ìåð äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè✳ Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî òîëüêî âû÷èñëèòü✿

~n · ∇φ ≡
∂φ

∂n

â öåíòðå ãðàíè✳

➘ëÿ ýòîãî ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ∇φ â öåíòðàõ ÿ÷ååê ÷åðåç èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðàäèåíòà✿

∫

Ω

∇φdΩ =

∫

S

~n · φdS ⇒ (∇φ)P ≈
1

Ω
·
∑
k

~Sk · φk. ✭✹✮

Ïîñëå äëÿ ðàñ÷åòà ∇φ â óðàâíåíèè ✭✹✮ ïðèìåíèì ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿ✲

öèþ✳

Ïðèíöèï ðàáîòû ðåøàòåëÿ ♣✐♠♣❧❡❋❖❆▼✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí✲

íîé çàäà÷è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåøàòåëü ♣✐♠♣❧❡❋❖❆▼✱ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ â óñëîâèÿõ ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì

áîëüøîãî øàãà ïî âðåìåíè✳ ➮ìååò îïöèþ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ëàìèíàðíîãî

ïîòîêà✳ ➮ñïîëüçóåò P■▼P▲❊ àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíî✲

ñòè è óðàâíåíèÿ èìïóëüñà✳

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð äàííîé çàäà÷è ðàñïîëîæåí â êàòàëîãå✿

❋❖❆▼❴❚❯❚❖❘■❆▲❙✴✐♥❝♦♣r❡ss✐❜❧❡✴♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠✴❧❛♠✐♥❛r✴♠♦✈✐♥❣❈♦♥❡

➘ëÿ èçó÷åíèÿ ïðèíöèïà ðàáîòû äàííîãî ðåøàòåëÿ✱ èçó÷èì ôàéë

❢✈❙♦❧✉t✐♦♥s ✭ïðèëîæåíèå ➚✮✱ ðàñïîëîæåííûé â êàòàëîãå✿

❋❖❆▼❴❚❯❚❖❘■❆▲❙✴✐♥❝♦♣r❡ss✐❜❧❡✴♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠✴❧❛♠✐♥❛r✴♠♦✈✐♥❣❈♦♥❡✴❙②st❡♠

✻



➶ ôàéëå â áëîêå ñ íàçâàíèåì P■▼P▲❊ çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû âû÷èñëåíèÿ✱

â îòñóòñòâèå êîòîðûõ ðåøåíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïî óìîë✲

÷àíèþ✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòì P■❙❖✳ ❰äíàêî✱ äàííûé

àëãîðèòì èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê â âèäå îãðàíè÷åíèÿ✿

Co < 1, ✭✺✮

ãäå Co ✖ ÷èñëî ✃óðàíòà✿

Co =
δt · |U |

δx
,

ãäå δt ✖ øàã ïî âðåìåíè✱ |U | ✖ ñêîðîñòü ïîòîêà ÷åðåç ÿ÷åéêó✱ δx ✖ ðàçìåð

ÿ÷åéêè â íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè✱ òàê êàê ïðè èçìåíåíèè âÿçêîñòè æèäêîñòè

òàêæå áóäåò ìåíÿòüñÿ è åå ñêîðîñòü ❬✶✾❪✳

Ñîáëþäåíèå óñëîâèÿ ✭✺✮ èçáàâëÿåò îò îøèáîê✱ íî è òðåáóåò áîëüøèõ âû✲

÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé✱ ÷òî äåëàåò ðåøåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè î÷åíü äî✲

ðîãîñòîÿùèìè✳ ×òîáû óñêîðèòü ìîäåëèðîâàíèå íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü äàí✲

íîå óñëîâèå✳ Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ❙■▼P▲❊✱ ðàçðàáîòàí✲

íûé äëÿ êîíå÷íîãî✱ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ✳

➶ äàííîé çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ îáúåäèíåííûé îáúåäèíåííûé P■❙❖✲

❙■▼P▲❊ àëãîðèòì✳

➬íà÷åíèå nOuterCorrectors = 2 çàïóñêàåò öèêë P■▼P▲❊ ñîñòîÿùèé èç

äâóõ øàãîâ äëÿ ïåðåñ÷åòà ñâÿçè äàâëåíèå✲èìïóëüñ çà îäèí âðåìåííîé øàã✳

Ñíà÷àëà èäåò ïîñòðîåíèå èìïóëüñíîé ìàòðèöû✿

∂U

∂t
+∇ · (UU) +∇ ·R = −∇p

➘àëåå✱ èñïîëüçóÿ äàííóþ ìàòðèöó✱ ñòðîèòñÿ ìàòðèöà äàâëåíèÿ✿

∇2p = f(U,∇p)

❮àõîäèì äàâëåíèå pnew✳ ✃îððåêòèðóåì ñêîðîñòü Ucorrectored ñ íîâûì ïîëåì

äàâëåíèÿ✳

Ïîâòîðÿåì öèêë ñ p = pnew✱ U = Ucorrectored ❬✷✵❪✳

✼



➘ëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû àëãîðèòìà íåîáõîäèìî äîñòè÷ü ïëàâíîé ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè✳ ➘ëÿ ýòîãî ïîñëå áëîêà P■▼P▲❊ â ôàéëå ❢✈❙♦❧✉t✐♦♥ åñòü áëîê

r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs äëÿ ðàñ÷åòà ìåæäó îòäåëüíûìè âðåìåííûìè øàãàìè✳ ➪åç

áëîêà r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs àëãîðèòì P■❙❖✲❙■▼P▲❊ ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì

P■❙❖ îòëè÷àåòñÿ ëèøü ïîâûøåííîé ñêîðîñòüþ íàêîïëåíèÿ îøèáîê✳

Ïðîâåðêà ïðèíöèïà ðàáîòû ðåøàòåëÿ✳ Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ðàáîòó ðå✲

øàòåëÿ ïðè íàñòðîéêàõ ïî óìîë÷àíèþ✳

➘ëÿ ýòîãî óäàëèì áëîê r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs è ñîäåðæèìîå áëîêà P■▼P▲❊

â ôàéëå ❢✈❙♦❧✉t✐♦♥✳ ➮ñõîäÿ èç ïðèíöèïà ðàáîòû ðåøàòåëÿ✱ îïèñàííîãî â

ïðåäûäóùåé ÷àñòè ðàáîòû✱ ñîîòíîøåíèå ✭✺✮ äîëæíî íå âûïîëíèòüñÿ✳ Òî✲

ãäà ïîñëå âûçîâà êîíñîëüíîé êîìàíäû✱ èíèöèèðóþùåé çàïóñê ðåøàòåëÿ✱

➽♣✐♠♣❧❡❋❖❆▼➾ â êîíñîëè áóäåò óâåäîìëåíèå îá îøèáêå✱ à òàê æå áóäåò óêà✲

çàíî âðåìÿ îñòàíîâêè ðåøåíèÿ✳

❰äíàêî✱ ïîñëå âûçîâà ♣❛r❛✈✐❡✇ îøèáêè íå áóäåò✳ Òî åñòü✱ ðåøàòåëü ïðî✲

èçâåäåò âû÷èñëåíèÿ✱ îäíàêî òîëüêî äî óêàçàííîãî â êîíñîëè âðåìåíè✳

➘åéñòâèòåëüíî✱ ïðè ïîïûòêå èíèöèèðîâàòü ðåøåíèå✱ â êîíñîëè âûâîäèòñÿ

îøèáêà✱ à òàê æå âðåìÿ îñòàíîâêè ðåøàòåëÿ t = 0.000005✱ òî åñòü íå ñìîã

ñäåëàòü äàæå âòîðîé øàã ïî âðåìåíè✳

Òàê æå ïðè ïîïûòêå çàïóñòèòü ñèìóëÿöèþ â ♣❛r❛✈✐❡✇✱ ãðàôèê çíà÷åíèé

U è p â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì ➪✳✶ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì îòíîñèòåëüíî íà✲

÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0✳

Òåïåðü ïðîâåðèì âëèÿíèå íà ðåøàòåëü áëîêà r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs✳ ➶îññòàíî✲

âèì áëîê P■▼P▲❊✳ ❮à ýòîò ðàç ðåøàòåëü äîëæåí ïðîðàáîòàòü äîëüøå✳

➘åéñòâèòåëüíî✱ ïîñëå âûçîâà êîíñîëüíîé êîìàíäû ➽♣❛r❛❋♦❛♠➾ ñîâåðøå✲

íèå âû÷èñëåíèé çàíèìàåò áîëüøå âðåìåíè✳ Òåïåðü ðåøàòåëü ñìîã ïðîðàáî✲

òàòü äî ìîìåíòà t = 0.00119✳

➬íà÷åíèå ñêîðîñòè U íà ãðàôèêàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì ➪✳✷ è ðè✲

ñóíêîì ➪✳✸ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ✳ ➚ âîò çíà÷åíèå äàâëåíèå p â ïðàâîé

÷àñòè òðóáû íà ãðàôèêå ðåøàòåëÿ ñ áëîêàìè P■▼P▲❊ è r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì ➪✳✸ íèæå✱ â òî âðåìÿ êàê íà ãðàôèêå ðåøàòåëÿ áåç

áëîêà r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rsâ ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì ➪✳✷ îíî ïðàêòè÷åñêè íå ìå✲

íÿåòñÿ✱ çà èñêëþ÷åíèåì ñåðåäèíû✳

✽



Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä✱ ÷òî áåç áëîêà r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs àëãî✲

ðèòì P■❙❖✲❙■▼P▲❊ õîòü è ñìîã ïðîðåøàòü äîëüøå àëãîðèòìà P■❙❖✱ îäíàêî

èç✲çà îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ✃óðàíòà ✭✺✮ âñå åùå íå ñïîñîáåí äîðåøàòü çàäà✲

÷ó ïîëíîñòüþ✱ ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü èçîáðàæåíèÿ ñ ðåøàòåëåì

ñ áëîêàìè P■▼P▲❊ è r❡❧❛①❛t✐♦♥❋❛❝t♦rs✱ òàê êàê îøèáêà ïðåïÿòñòâóåò âûâîäó

èçîáðàæåíèé â ♣❛r❛✈✐❡✇✳

Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé òàêæå âëèÿåò íà èòî✲

ãîâóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ✳ ➘ëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ïåðâîé è

âòîðîé èòåðàöèé äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà✳

Ñòîèò òàê æå îòìåòèòü✱ ÷òî ïîâûñèòü ÷èñëî èòåðàöèé ìîæíî óâåëè÷èâ

çíà÷åíèå ♥❈♦rr❡❝t♦rs â áëîêå P■▼P▲❊ ôàéëà ❢✈❙♦❧✉t✐♦♥✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ïî✲

ëå äàâëåíèÿ èñïðàâëÿåòñÿ äâàæäû✱ à ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è èìïóëüñîì

äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíà✱ ÷òîáû ñîçäàòü íåðàçðûâíîå ðåøåíèå è èçáåæàòü íåñî✲

áëþäåíèÿ óñëîâèÿ✱ íàëîæåííîãî íà ÷èñëî ✃óðàíòà ✭✺✮ ❬✷✶❪✳

➶ëèÿíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè✳ Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ✿ äëÿ ñòàí✲

äàðòíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êèíåòè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè ν =

0.0001 è äëÿ ν = 0.00001✳

Ïðè áîëüøåé âÿçêîñòè äàâëåíèå è ñêîðîñòü èìåþò áîëåå ðàâíîìåðíîå ðàñ✲

ïðåäåëåíèå ïî îáëàñòè✱ à ïðè ìåíüøåé âÿçêîñòè â æèäêîñòè êóäà àêòèâíåå

âîçíèêàþò è ïðîòåêàþò òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ✱ õîòÿ ïðè ýòîì ñàìà ñêîðîñòü

òå÷åíèÿ æèäêîñòè íèæå èç✲çà áîëåå íèçêîãî äàâëåíèÿ✳

Ïîâåäåíèå ñåòêè âî âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ✳ ❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t✱ à òî÷✲

íåå èñïîëüçóìûé â ðàáîòå ❞②♥❛♠✐❝▼♦t✐♦♥❙♦❧✈❡r❋✈▼❡s❤ ðåøàòåëü✱ èçìåíÿåò

ñåòêó âîêðóã çàäàííîãî íàáîðà ãðàíèö✳ ➘âèæåíèå ñåòêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà

îñíîâå äàâëåíèÿ íà ýòèõ ãðàíèöàõ✳ Ðåøàòåëü îáåñïå÷èâàåò îáðàòíóþ ñâÿçü

äëÿ ìîäåëèðîâàíèé ñâÿçàííûõ ñ æèäêîñòüþ✳ ❰í èçìåíÿåò ãðàíè÷íûå óñëî✲

âèÿ ñêîðîñòè U íà âêëþ÷åííûõ ãðàíèöàõ äëÿ óêàçàíèÿ ëîêàëüíîé ñêîðîñòè✱

âêëþ÷àþùåé ïîñòóïàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ✭åñëè ðàçðåøåíî✮✳

Òàêîé êîíòðîëü ñåòêè ïðàêòè÷åñêè âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷✱

ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà✳

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t íà ïðîâåäåííûõ â øåñòîì ðàçäåëå

âû÷èñëåíèÿõ✳

✾



➮ç ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò✱ ÷òî äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ñåòêè âî âðåìÿ ìî✲

äåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëî íå òîëüêî óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé â îáëà✲

ñòÿõ✱ ãäå íóæíà áûëà âûñîêàÿ òî÷íîñòü✱ è óìåíüøàòü åå òàì✱ ãäå âûñîêàÿ

òî÷íîñòü íå òðåáîâàëàñü✱ îñâîáîæäàÿ òàêèì îáðàçîì Ý➶❒ îò ëèøíèõ âû÷èñ✲

ëåíèé✱ íî è ãëîáàëüíî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü çà ñ÷åò àäàïòèâíîãî èçìåíåíèÿ

ðàçìåðû è ôîðìû ÿ÷ååê ñåòêè✳

➬àêëþ÷åíèå✳ ➶ áàêàëàâðñêîé ðàáîòå áûëè èçó÷åíû ÷èñëåííûå ìåòîäû✱

èõ ïðèìåíåíèå â ðàìêàõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè✳

➪ûëè ñìîäåëèðîâàíû ïðîöåññû îáòåêàíèÿ òåë ïðîñòåéøèõ ôîðì ëàìè✲

íàðíûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ íà ïðèìåðå êîíóñà ñ èñ✲

ïîëüçîâàíèåì ❉②♥❛♠✐❝▼❡s❤❉✐❝t✳

➪ûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ïðè áîëüøåé âÿçêîñòè äàâëåíèå è ñêîðîñòü èìåþò

áîëåå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî îáëàñòè✱ à ïðè ìåíüøåé âÿçêîñòè â æèä✲

êîñòè êóäà àêòèâíåå âîçíèêàþò è ïðîòåêàþò òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ✱ õîòÿ ïðè

ýòîì ñàìà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè íèæå èç✲çà áîëåå íèçêîãî äàâëåíèÿ✳

❰äíàêî âáëèçè ñòåíêè âûñîêàÿ èíåðöèÿ æèäêîñòè ñ áîëüøåé êèíåòè÷åñêîé

âÿçêîñòüþ èìååò êóäà áîëåå àêòèâíûå òóðáóëåíòíûå äâèæåíèÿ✳

❮à ýòîì ïðèìåðå òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ðåøàòåëÿ

♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠ è ðàçëè÷íûå ñïîñîáû åãî ïðèìåíåíèÿ✳ ➪ûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî

P■❙❖ èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê èç✲çà îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ✃óðàíòà✱

èç✲çà íàðóøåíèÿ êîòîðîãî ðåøàòåëü íà÷èíàåò âçðûâàòüñÿ✳ ❰äíàêî ãèáðèäíûé

àëãîðèòì P■❙❖✲❙■▼P▲❊ èìååò âîçìîæíîñòü èãíîðèðîâàòü äàííîå îãðàíè÷å✲

íèå✱ ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óñêîðåíèå ðåàëèçàöèè ðàáîòû ðåøàòåëñÿ ♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠

è äåëàåò áîëåå ïðèãîäíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðåàëüíîì âðåìåíè✳

Òàê æå áûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ñåòêè ïîçâîëÿåò

áîëåå ýôôåêòèâíî ðàñïðåäåëÿòü ðåñóðñû Ý➶❒ ìåæäó îáëàñòÿìè✱ à òàê æå

óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò àäàïòèâíîãî èçìåíåíèÿ íå òîëüêî

ðàçìåðîâ✱ íî è ôîðìû ÿ÷ååê ñåòêè✳

✶✵


