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Ââåäåíèå. Ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëü-
íûõ ñâîéñòâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èëè ïó÷êîâ òàêèõ îïåðàòîðîâ,
êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà è êîðíåâûõ ôóíêöèé, ðàçëîæåíèÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì, âîïðîñû ïîëíîòû è áàçèñíîñòè ñè-
ñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé. Ïîëíîòà ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì
ñâîéñòâîì. Áåç ýòîãî ñâîéñòâà, íàïðèìåð, íå ìîæåò èäòè ðå÷ü î áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîð-
íåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ ïîñâÿùåíî î÷åíü ìíîãî ðàáîò. Ïåð-
âûå îñíîâoïîëàãàþùèå ðåçóëüòaòû â àáñòðàêòíoé ñïåêòðàëüíîé òåoðèè áûëè ïîëó÷åíû
Ì.Â. Êåëäûøåì. Îí ââåë âàæíåéøåå ïîíÿòèå n-êðàòíîé ïîëíîòå è ñôîðìóëèðîâàë ôóí-
äàìåíòàëüíóþ òåîðåìó îá n-êðàòíîé ïîëíîòå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ
äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïó÷êà L(λ), à
èìåííî ïó÷êà, ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ñî ñïåöèàëüíîé ãëàâíîé
÷àñòüþ:

`(y, λ) := y(n) + λny + { âîçìóùåíèå},

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
n−1∑
j=0

aijy
(j)(0) = 0, i = 1, l,

n−1∑
j=0

bijy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n (2l > n).

òàêèå ïó÷êè âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïó÷êè Êåëäûøà.
Â 1973 ãîäó ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà À.Ï. Õðîìîâûì â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýô-

ôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ, à â 1976 À.À Øêàëèêîâ äîêàçàë ýòó òåîðåìó
â ñëó÷àå ñóììèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òàêæå ýòèì âîïðîñîì çàíèìàëñÿ À.È. Âàãàáîâ, â ñåðèè ñâîèõ ðàáîò îí èññëåäîâàë âî-
ïðîñ î êðàòíîé ïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå
êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à êðàåâûå óñëîâèÿ ïîëóðàñïàäàþùèåñÿ.

Â ýòîé äèïëîìíîé ðàáîòå çà îñíîâó âçÿòû ñòàòüè Â.Ñ. Ðûõëîâà, à òàêæå äðóãèõ ìàòå-
ìàòèêîâ, êîòîðûå áóäóò óïîìèíàòüñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èñcëåäîâàíèå êðàòíîé ïîëíîòû êîðíåâûõ ôóíêöèé ñèëüíî íåðå-
ãóëÿðíîãî ïó÷êà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçëè÷íûìè(ðàñïàäàþùèìèñÿ è íåðàñïàäàþùèìèñÿ)
êðàåâûìè óñëîâèÿìè,â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíèå êðèòåðèåâ ïîëíîòû, äîñòàòî÷íûõ óñëîâûé
1-êðàòíîé ïîëíîòû è íå ïîëíîòû.

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäåííûé îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàëü-
íûé êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êîòîðîãî ëåæàò íà îäíîì ëó÷å. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè 2-êðàòíî íå ïîëíû ñ áåñêîíå÷íûì äåôåêòîì íè â êàêîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ],
ãäå σ > 0. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû 1-êðàòíîé ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî ïó÷êà â
ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ].

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé, .ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà
èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ êðàòíàÿ ïîëíîòà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà ñ íåðàñïà-
äàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè L1(λ), ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå óñëîâèÿ äëÿ äàííîãî
ïó÷êà è îòíîñèòåëüíî ýòèõ óñëîâèé ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû î äîñòàòî÷íîé ïîëíîòå è
íåïîëíîòå. Ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïîäðàçäåëîâ.
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Âî âòîðîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ êðàòíàÿ ïîëíîòà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà ñ ðàñïàäàþ-
ùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè L2(λ), âûâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû î ïîëíîòå è íåïîëíîòå
äëÿ òàêîãî âèäà ïó÷êîâ. Ñîñòîèò èç òðåõ ïîäðàçäåëîâ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñ îáû÷íîé ñèñòåìîé ýêñïîíåíò. Çäåñü ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñèëüíî âûðîæäåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà âòîðîãî
ïîðÿäêà.

×åòâåðòûé ðàçäåë íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, â íåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû,
â êîòîðûõ èìååò ìåñòî 1−êðàòíàÿ ïîëíîòà, 1−êðàòíàÿ íå ïîëíîòà ñ 1−ìåðíûì äåôåêòîì
è 1−êðàòíàÿ íå ïîëíîòà ñ áåñêîíå÷íûì äåôåêòîì.

Ïÿòûé ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå ïðîãðàììû, à èìåííî, îïèñûâàþòñÿ âõîäíûå è âû-
õîäíûå ïàðàìåòðû, à òàêæå âîçìîæíûå èñõîäû ðàáîòû ïðîãðàììû.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ êîä ïðîãðàììû, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé äåëàåòñÿ âûâîä î ïîë-
íîòå èëè íå ïîëíîòå â L2[0, σ] ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé êîíêðåòíîãî ïó÷êà. Ýòîò âûâîä
äåëàåòñÿ íà îñíîâå òåîðåì, êîòîðûå áóäóò ïðèâîäèòüñÿ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïó÷îê îïåðàòîðîâ
L1(λ) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y, λ) = y
′′

+ λp1y
′
+ λ2p2y

è äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uν(y, λ) = Uν0(y, λ) + Uν1(y, λ) =

= (αν1y
′
(0) + λαν2y(0)) + (βν1y

′
(1) + λβν2y(1)) = 0, ν = 1, 2,

ãäå pj, ανj, βνj ∈ C.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 0 < ω1 < ω2, ãäå ω1, ω2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Òîãäà y1(x, λ) = eλω1x, y2(x, λ) = eλω2x. Ïðè λ 6= 0 ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ l(y, λ) = 0.

Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè 2-êðàòíî íå ïîëíû ñ áåñ-
êîíå÷íûì äåôåêòîì íè â êàêîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ], σ > 0. Òàêæå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ
1-êðàòíîé ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ].

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

vνj =
Uν0(y, λ)

λ
, wνj = e−λωj

Uν1(y, λ)

λ
, v, j = 1, 2

è
Vj = (v1j, v2j)

T , Wj = (w1j, w2j)
T j = 1, 2.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âåêòîðû, äëÿ ïðîñòîòû ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðå-
äåëèòåëåé:

ask = det(Ws,Wk), as̄k = det(Vs,Wk),

ask̄ = det(Ws, Vk), as̄k̄ = det(Vs, Vk).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ïó÷êà èìååò âèä

∆(λ) =

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣∣ = λ2(a1̄2̄ + eλω1a12̄ + eλω2a1̄2 + eλ(ω1+ω2)a12) =

= λ2∆0(λ).

Âñþäó â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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10) ω1, ω2 ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç íà÷àëà
êîîðäèíàò;
20) a1̄2̄ 6= 0, a12̄ 6= 0, a1̄2 = a12 = 0;

30) W2 6= 0 èëè: W2 = 0 è a11̄ = 0;

40) W2 = 0 è a11̄ 6= 0.

Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10 − 30, òî ôóíêöèÿ

y(x, λ) := eλω1x

ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ) ïðè λ 6= 0.

Ëåììà 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî ôóíêöèÿ

y(x, λ) = eλω1x + b0e
λω2x,

ãäå b0 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ)

ïðè λ 6= 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10 − 30, òî ñèñòåìà Y = {y(x, λ) : λ ∈ Λ}, ãäå
y(x, λ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ëåììå 2, 1-êðàòíî ïîëíà â L2[0, σ], à îòíîñèòåëüíî 2-êðàòíîé
ïîëíîòû èìååò áåñêîíå÷íûé äåôåêò.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî ñèñòåìà Y = {y(x, λ) : λ ∈ Λ}, ãäå
y(x, λ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ëåììå 3, 2-êðàòíî íå ïîëíà â L2[0, σ] è èìååò áåñêîíå÷íûé
äåôåêò îòíîñèòåëüíî 2-êðàòíîé ïîëíîòû ïðè ëþáîì σ > 0.

Ðàññìàòðèâàÿ âîïðîñ îá 1-êðàòíîé ïîëíîòå ñèñòåìû Y â L2[0, σ] â ñëó÷àå 40, ñ÷èòàåì,
÷òî ôóíêöèè ñèñòåìû Y ïðîäîëæåíû íà îòðåçîê [1, σ] ïðè σ > 1 ïî ôîðìóëå äëÿ y(x, λ)

ñîãëàñíî ëåììå 3.
Ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Nσ−äåôåêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû Y â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ], òî åñòü
Nσ : L2[0, σ]	Mσ, ãäå Mσ � çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû Y .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü Nσ, ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû
B ∈ L2[0, σ] → L2[0, στ ] è Aρ ∈ L2[0, ρ] → L2[0, 1], îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè ôîð-
ìóëàìè:

(Bf)(x) = f
(x
τ

)
, (Aρf)(x) =


s∑
j=0

c̄j0f(x+ j), x ∈ [0, ρ− s];
s−1∑
j=0

c̄j0f(x+ j), x ∈ (ρ− s, 1];

ãäå s ∈ N ∪ {0} è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì s < ρ 6 s+ 1.

Ëåììà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî ñïðàâåäëèâî Nσ = N0
σ, ãäå

N0
σ =

{
f ∈ L2[0, σ] : Aσf +

b̄0

τ
AστBf = 0

}
.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40, òî ñèñòåìà Y ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ]

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

Aσf +
b̄0

τ
AστBf = 0

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé 1-êðàòíîé ïîëíîòû â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ] ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Aσf +
b̄0

τ
AστBf = g,

ãäå g �çàäàííàÿ ôóíêöèÿ â L2[0, σ].

Ëåììà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40 è l,m ∈ N ∪ {0} òàêîâû, ÷òî l < σ 6 l + 1,
m < στ 6 m+ 1, òî óðàâíåíèå

Aσf +
b̄0

τ
AστBf = g

èìååò âèä
1) ïðè σ − l < στ −m

l∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ [0, σ − l];
l−1∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ (σ − l, στ −m];

l−1∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m−1∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ (στ −m, 1];

2) ïðè στ −m 6 σ − l

l∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ [0, στ −m];

l∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m−1∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ (στ −m,σ − l];
l−1∑
j=0

c̄j0f(x+ j) + b̄0
τ

m−1∑
j=0

c̄j0f(x+j
τ

) = g(x), x ∈ (σ − l, 1];

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé 1-
êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû Y â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 10, 20, 40.
1) Åñëè 0 < σ 6 1

τ
, òî ñèñòåìà Y 1-êðàòíî ïîëíà â L2[0, σ].

2) Åñëè ïðè íåêîòîðîì m ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

m

τ
< σ 6 min

{
1,
m+ 1

τ

}
, τ > m,

òî äëÿ 1-êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû Y â L2[0, σ] äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

|b0|2
m∑
j=0

|c0|2j < τ.

Âî âòîðîì ðàçäåëåðàññìîòðèâàåòñÿ ïó÷îê L2(λ), ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàåíèåì

l(y, λ) = y(2) − 2aλy(1) + bλ2y (0.1)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà:

U1(y, λ) = α11y
(1)(0) + λα10y(0) = 0, U2(y, λ) = β21y

(1)(1) + λβ20y(1) = 0, (0.2)
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ãäå a, b, aij, βij � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Â ñëó÷àå α11 = 0 ñ÷èòàåì
U1(y, λ) = y(0), à â ñëó÷àå β21 = 0 ñ÷èòàåì U2(y, λ) = y(1).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîãî ïó÷êà èìååò âèä:

ω2 − 2aω + b = 0,

è åãî êîðíè, î÷åâèäíî, èìåþò âèä

ω1 = a−
√
a2 − b, ω2 = a+

√
a2 − b.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ω1, ω2 ðàçëè÷íû è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç íà÷àëà
êîîðäèíàò.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < ω1 < ω2 (ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ëó÷à ëåãêî ñâî-
äèòñÿ ê ýòàïó â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà).

Òîãäà
y1(x, λ) = exp(λω1x), y2(x, λ) = exp(λω2x).

Ïðè λ 6= 0 ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
l(y, λ) = 0. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì α11 6= 0, β21 6= 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ ðàññóæäåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ïó÷êà
èìååò âèä:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣∣ = λ2

∣∣∣∣∣ α11ω1 + α10 α11ω2 + α10

(β21ω1 + β20)eλω1 (β21ω2 + β20)eλω2

∣∣∣∣∣ = (0.3)

= λ2 exp(λω1)c2[exp(λω1(τ − 1))− c0] = λ2 exp(λω1)c2∆0(λ),

ãäå τ = ω2/ω1, c0 = c1/c2, c2 = a1b2, c1 = a2b1, ai = α11ωi + α10, bi = β21ωi + β20, i = 1, 2.
ßñíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå τ > 1.

Åñëè c1 6= 0, c2 6= 0 (äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî), òî óðàâíåíèå
∆0(λ) = 0 èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

λk =
2kπi+ d0

ω1(τ − 1)
, k = 0,±1,±2, . . . (0.4)

ãäå d0 = ln0 c0, ln0 � ôèêñèðîâàííàÿ âåòâü íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëî-
âèåì ln0 1 = 0. Îáîçíà÷èì Λ = {λk}. Î÷åâèäíî, Λ/{0} åñòü ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ïó÷êà (0.1) � (0.2). Òî÷êà λ = 0 ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à ìîæåò è íå
áûòü, äàæå åñëè 0 ∈ Λ. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

exp(λkω1(τ − 1)) = c0, λk ∈ Λ. (0.5)

Èç ôîðìóëû (0.3) ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ íåíîðìàëüíûì â òåð-
ìèíîëîãèè [?].

Â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (c.ô.) ïó÷êà (0.1) � (0.2) âîçüì¼ì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

y(x, λk) =
1

a2λ

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

y1(x, λ) y2(x, λ)

∣∣∣∣∣
|λ=λk

= a0 exp(λkω1τx)− exp(λkω1x) =

= a0 exp

(
τx

τ − 1
(2kπi+ d0)

)
− exp

(
x

τ − 1
(2kπi+ d0)

)
, λ ∈ Λ/{0}, (0.6)
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ãäå a0 = a1/a2. Îáîçíà÷èì Y = {y(x, λ) : λ ∈ Λ}. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ y(x, 0) = a0 − 1

åñòü ëèáî ñ.ô., ëèáî ïðîñòî ôèêñèðîâàííàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äîáàâëåíèå ê ñèñòåìå ñ.ô. ïó÷êà (0.1) - (0.2) ôóíêöèè y(x, 0) (åñëè îíà íå
âõîäèò â ýòó ñèñòåìó) ìîæåò óâåëè÷èòü ðàçìåðíîñòü çàìûêàíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåõ
ñ.ô. ñàìîå áîëüøåå íà åäèíèöó.

Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà Y íå ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíî ïîëíîé ñèñòåìîé íè â êàêîì ïðîñòðàíñòâå
L2[0, σ], 0 < σ 6 1, è èìååò òàì áåñêîíå÷íûé äåôåêò.

Îáîçía÷èì ÷åðåç B è Aρ ëèíåéíûå îïåðaòîðû îòîáðaæàþùèå L2[0, σ] â L2[0, στ ] è
L2[0, ρ] â L2[0, τ − 1] ñîîòâåòñòâåííî è îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëaìè:

(Bf)(x) = f
(x
τ

)
, x ∈ [0, στ ];

(Aρ)(x) =


s∑
j=0

c̄j0f(x+ j(τ − 1)), åñëè x ∈ [0, ρ− s(τ − 1)];

s−1∑
j=0

c̄j0f(x+ j(τ − 1)), åñëè x ∈ [ρ− s(τ − 1), τ − 1],

ãäå s ýòî íaòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íîëü, óäîâëåòâoðÿþùåå íåðaâåíñòâàì
s(τ − 1) < ρ 6 (s+ 1)(τ − 1).

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(Aσf)(x) =
ā0

τ
(AστBf) (x) = 0, x ∈ [0, τ − 1] (0.7)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå â L2[0, σ].

Òåîðåìà 7. a)Åñëè 0 < σ 6 1 − 1
τ
, τ > 1, òî ñèñòåìà Y ïîëía â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ] ïðè

ëþáûõ a0, c0 ∈ C.
á)Åñëè ïðè íåêoòîðîì k = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

k(1 − 1
τ
) < σ 6 min{τ − 1, (k + 1)(1 − 1

τ
)}, τ > k, òî äëÿ ïoëíîòû ñèñòåìû Y â

L2[0, σ] äoñòaòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

|a0|2
k∑
j=0

|c0|j max{1, |c0|k} < τ. (0.8)

Òåîðåìà 8. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà Y áûëà íå ïîëíà â L2[0, σ] è èìåëà òàì áåñêîíå÷íûé
äåôåêò, äîñòàòî÷íî:

à) â ñëó÷àå σ > 1− 1
τ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

τ < |a0|2; (0.9)

á) â ñëó÷àå σ > τ − 1, ãäå τ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k < τ 6 k + 1 ïðè íåêîòîðîì
k = 1, 2, . . . , âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (0.8).

Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ïîëíîòà êîìáèíàöèé äâóõ ýêñïîíåíò.
Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [0, d] ñèñòåìó ôóíêöèé

Y 0 = {y0
k(x) := γ1e

iαkx + γ2e
iβkx}, k ∈ Z, (0.10)
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ãäå 0 < α < β; γ1, γ2 ∈ C/{0} (ïðè γ1 = 0 èëè γ2 = 0 ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ñèñòåìó ýêñ-
ïîíåíò, êîòîðàÿ õîðîøî èçó÷åíà), a d > 0. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèñòåìû íà îòðåçêå [0, d]

ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû

ŷ0
k(x) := γ1e

iα 2π
β−αkx + γ2e

iβ 2π
β−αkx, k ∈ Z, (0.11)

íà îòðåçêå
[
0, β−α

2π
d
]
. Òàê êàê d � ïðîèçâîëüíî, òî ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè

ñèñòåìû (0.11) ïðè x ∈ [0, σ], ãäå σ = β−α
2π
d � òàêæå ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Áóäåì òðàêòîâàòü ñèñòåìó (0.11) êàê ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ñ. ô.) êâàäðàòè÷íîãî
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïó÷êà

`0(y, λ) := y(2) − (α + β)λy(1) + αβλ2y, (0.12)

y(1)(0)− αγ1 + βγ2

γ1 + γ2

λy(0) = 0, (0.13)

y(1)(1)− αγ1 + βγ2

γ1 + γ2

λy(1) = 0. (0.14)

Ïó÷îê (0.12)�(0.14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà îáùå-
ãî âèäà, ïîäðîáíî èçó÷åííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

`(y, λ) := y(2) − 2aλy(1) + bλ2y, (0.15)

α11y
(1)(0) + λα10y(0) = 0, (0.16)

β21y
(1)(1) + λβ20y(1) = 0, (0.17)

ãäå a, b, αij, βij ∈ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ω2 + 2aω + b2 = 0 ðàçëè÷íû è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò
(áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 < ω1 < ω2), ìû óæå ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2(0, σ) ñèñòåìû

Y 1 =
{
y1
k(x) := e

x
τ−1

(2kπi+d0) − a0e
τx
τ−1

(2kπi+d0)
}
, k ∈ Z,

ãäå ôóíêöèè y1
k(x) ïðè 2kπi + d0 6= 0 ÿâëÿþòñÿ ñ.ô. ïó÷êà (0.15)�(0.17); çäåñü a0 = a1/a2,

ai = α11ωi + α10, τ = ω2/ω1 > 1, d0 = ln c0, c0 = c1/c2, c1 = a2b1, c2 = a1b2 (c1, c2 6= 0),

bi = β21ωi + β20. Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è íåïîëíîòû ñ áåñêîíå÷íûì äåôåêòîì â L2[0, σ]

ñèñòåìû Y 1(ïîäðîáíåå îá ýòîì ìû ãîâîðèëè â ïîñëåäíèõ òðåõ òåîðåìàõ ïðåäûäóùåé ãëà-
âû).

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû áëàãîäàðÿ êîòîðûì ìîæíî ïðîâå-
ðèòü ïðîãðàììó. Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ Ïðèìåð (ñèñòåìà ïîëíà â L2[0, σ]):

l2(y, λ) = y′′ − 4λy′ + 3λ2y,

y(0) = y(1) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ω2 + p1ω + p2 = 0, ïîëó-
÷èì ω2 − 4ω + 3 = 0, ñîîòâåòñòâåííî ω1 = 1, ω1 = 3. Ïðåäïîëîæè, ÷òî ýòè êîðíè ëåæàò
íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 < ω1 < ω2. Ôóíêöèè
y1(x, λ) = eλx, y1(x, λ) = e3λx îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
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l2(y, λ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ïó÷êà L(y) ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y2, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣∣ = λ2 =

∣∣∣∣∣v11 + eλω1w11 v12 + eλω2w12

v21 + eλω1w21 v22 + eλω2w22

∣∣∣∣∣ =

λ2|V1 +W1e
λω1 , V2 +W2e

λω2| = λ2∆0(λ),

ãäå vij = αj1ωi + αj0, wij = βj1ωi + βj0, i, j = 1, 2, Vi =

(
v1i

v2i

)
, Wi =

(
w1i

w2i

)
.

Ïîäñòàâèì íàøè çíà÷åíèÿ

∆(λ) =

∣∣∣∣∣ 1 1

eλ e3λ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1

0

)
+ eλ

(
0

1

)
;

(
1

0

)
+ e3λ

(
0

1

)∣∣∣∣∣ = ∆0(λ)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ∆0(λ) ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷èì

∆0(λ) =
∣∣∣V1 V2

∣∣∣+ eλω1

∣∣∣W1 V2

∣∣∣+ eλω2

∣∣∣V1 W2

∣∣∣+ eλω1+ω2

∣∣∣W1 W2

∣∣∣ =

= a1̄2̄ + eλω1a12̄ + eλω2a1̄2 + eλω1+ω2a12

Åñëè a1̄2̄ 6= 0 è a12 6= 0, òî ýòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé. Åñëè æå a12 = 0 èëè a1̄2̄ = a12 = 0 èëè
a1̄2 = a12 = 0 èëè a1̄2̄ = 0 èëè a12̄ = a1̄2̄ = 0, òî ýòî ñèëüíî íåðåãóëÿðíûå ñëó÷àè, êîòîðûå
òîëüêî ìîãóò áûòü.

∆0(λ) =

∣∣∣∣∣1 1

0 0

∣∣∣∣∣+ eλ

∣∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣∣+ e3λ

∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣+ e4λ

∣∣∣∣∣0 0

1 1

∣∣∣∣∣ = e3λ − eλ.

Ïðîâåðèì, íàëè÷èå ïîëíîòû. ∆(λ) = 0, e2λ, 2λk = 2kπi→ {λk = kπi} - ñ.ç.

yk(x) =

∣∣∣∣∣ 1 1

eλkx e3λkx

∣∣∣∣∣ = e3λkπix − eλkπix − c.. k = ±1,±2, . . . , k = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñ.ô. Ïóñòü

f(x) ⊥ {yk}, òî åñòü

1∫
0

(e3kπix − ekπix)f(x)dx = 0, k = ±1,±2, . . . (0.18)

ˆ̃f(k) =

1∫
−1

ekπix ˆ̃f(x)dx, ∀k ∈ Z

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x) íå÷åòíûì îáðàçîì íà [−1, 0], òî åñòü

(x) =

{
f(x), x ∈ [0, 1],

−f(−x), x ∈ [−1, 0].

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà {ekπix} åñòü îáû÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà îòðåçêå [−1, 1],
êîòîðàÿ åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íà ýòîì îòðåçêå. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû Ôó-

ðüå, ôóíêöèè (x), ïî ýòîé ñèñòåìå, êàê ˆ̃f(k). Òîãäà èç (0.18) ïîëó÷èì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
k ∈ Z. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k

1∫
−1

(e3kπix − ekπix)f(x)dx =

1∫
0

(e3kπix − ekπix)f(x)dx+

0∫
−1

(e3kπix − ekπix)−f(−x)dx =
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= −
0∫

−1

(e3kπix − ekπix)f(−x)dx =

1∫
0

(e−3kπix − e−kπix)f(x)dx =

= −
1∫

0

(e−3kπix − e−kπix)f(x)dx = 0

Òàêèì îáðàçîì,
ˆ̃f(k) = ˆ̃f(3k) = ˆ̃f(9k) = · · · = ˆ̃f(3nk). (0.19)

Òàê êàê èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [?] èçâåñòíî, ÷òî

f̂(k)→ 0 èç k →∞,

ˆ̃f(k) =

1∫
−1

ekπix(x)dx,

òî èç (0.19) ïîëó÷èì ∀k = ±1,±2, . . . ,

f̃(k) = lim
n→∞

(3nk) = 0

f̃(x) ≡ 0 íà [−1, 1].
Òåì ñàìûì, äîêàçàëè ïîëíîòó ñèñòåìû c.ô.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ íà ÿçûêå Ñ++, äëÿ ïó÷êîâ
îïåðàòîðîâ L1(λ) è L2(λ), ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàçäåëå 1 è 2. Â çàâèñèìîñòè îò ââåä¼ííûõ
ïàðàìåòðîâ, à èìåííî p1, p2, αν1, αν2, βν1, βν2 ïðè ν = 1, 2, ïðîãðàììà ñîãëàñíî óñëîâèÿì
òåîðåì èç ýòèõ ðàçäåëîâ âûâîäèò íà ýêðàí ñîîáùåíèå î ïîëíîòå ñèñòåìû è âåëè÷èíå
ïàðàìåòðà σ èëè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, î òîì, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ î ïîëíîòå âåñòè
ðå÷ü íåëüçÿ.

Ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ ïó÷êà L2(λ) ñ ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè:
Ïðîâåðèì ïðîãðàììó äëÿ ïó÷îêa L2(λ), îïðåäåëÿåìîãî äèôôåðåíöèàëüíèì âûðàæåíèåì:

l2(y, λ) = y′′ − 4λy′ + 3λ2y.

Ñ ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà:

U1(y, λ) := y(0) = 0,

U2(y, λ) := y(1) = 0, y(0) = y(0) = 0.

Ïåðâûì äåëîì, ââîäèì íåîáõîäèìûå p1 = −4 è p2 = 3

Ðèñóíîê 1 � Ïîäñòàíîâêà íóæíûõ çíà÷åíèé â ïðîãðàììó.

Çàòåì, çàïóñêàåì ïðîãðàììó è ââîäèì íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû.
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Ðåçóëüòàò ïðîãðàììû ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà 2-êðàòíî íå ïîëíà ïî òåîðåìå (5) è
1-êðàòíî ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, σ] ïî òåîðåìå (7).

Ýòî ñõîäèòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì èç ïåðâîé ãëàâû, çíà÷èò ïðîãðàììà ðàáîòàåò âåðíî.

Ðèñóíîê 2 � Âûïîëíåíèå ïðîãðàììû äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè p1, p2.

l2(y, λ) = y′′ − 4λy′ + 3λ2y.

Ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà:

U1(y, λ) := y(1)(0) = 0,

U2(y, λ) := y(1)(0) + 3y(0) + y(1)(1)− 3y(1) = 0,

Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè ïîêàçàë, ÷òî ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè íå âîçìîæíî íàéòè ðåøåíèå
ïî ýòèì òåîðåìàì.

Ðèñóíîê 3 � Âûïîëíåíèå ïðîãðàììû äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ.

Çàêëþ÷åíèå. Â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà
êîýôôèöèåíòû ïó÷êà L0(λ), ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî èëè îòñóòñòâóåò n-êðàòíàÿ ïîëíî-
òà. Èçó÷åí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòè óñëîâèÿ íåïðèìåíèìû. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà
ïîëíîòû òàêæå ïîëó÷åíà è íà îñíîâàíèè åå óñëîâèé íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Java, îòðàæàþùàÿ ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé.
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