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Ââåäåíèå. Ìíîãèå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâîäÿò ê çàäà÷å

îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ è ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè â ðÿä(èëè èíòåãðàë)

ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Òàê, íàïðèìåð, ê òàêîãî ðîäà âîïðîñàì ïðèõîäÿò

âñåãäà, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ôóðüå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óäîâëåòâîðÿþùåãî äàííûì íà÷àëüíûì

è êðàåâûì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðèâëåêàëè è

ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìàíèå è èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò, èì ïîñâÿùåííûõ.

Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîãî èëè ïî÷òè ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà âñå âîïðîñû î ðàç-

ëîæåíèè óæå ðåøåíû. Â ñëó÷àÿõ æå ñëàáî íåðåãóëÿðíîãî èëè ñèëüíî íåðåãó-

ëÿðíîãî ïó÷êà åùå îñòàþòñÿ íåðåøåííûå âîïðîñû.

Â äàííîé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà âåêòîð-ôóíêöèÿ

f = (f0, f1)
T , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî äâóêðàòíàÿ ðàçëîæèìîñòü ýòîé

âåêòîð-ôóíêöèè â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì ïó÷-

êà L(λ).

Çàäà÷è î ðàçëîæåíèè äëÿ ïðîñòåéøèõ ñèëüíî íåðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ ñî çíàêîïåðåìåííîé âåñîâîé ôóíê-

öèåé áûëè ðåøåíû â [1]. À èìåííî ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîðû

y
′ − λp(x)y, y(0) = y(1) (1)

è

y
′′ − λp(x)y, y(0) + ay(1) = 0, y

′
+ ßay

′
(1) = 0(a 6= 0), (2)

ãäå p(x) = 1 ïðè x ∈ [0, α] è p(x) = -1 ïðè x ∈ [α, 1] (0 < α < 1
2 èëè

1
2 < α < 1).

Â ñëó÷àå îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ, ïîìèìî

óñëîâèé ãëàäêîñòè íà îñíîâíîì îòðåçêå, íàêëàäûâàëèñü óñëîâèÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé ïðîäîëæèìîñòè â íåêîòîðûå òðåóãîëüíèêè è âûïîëíåíèÿ â ýòèõ òðå-

óãîëüíèêàõ îïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé.

Â ñòàòüå àâòîðà [2] ðàññìîòðåí ïó÷îê 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïðîñòûìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè:

y
′′

+ p1λy
′
+ p2λ

2y, (3)

(αν1y
′
(0) + λαν2y(0)) + (βν1y

′
(1) + λβν2y(1)) = 0, ν = 1, 2, (4)
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ãäå pj ∈ C. Äëÿ êîðíåé w1, w2 ýòîãî ïó÷êà ñïðàâåäëèâî 0 < w1 < w2. Íà êî-

ýôôèöèåíòû ανj, βνj ∈ C íàëîæåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûé

ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíûì. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõî-

äèìîñòè äâóêðàòíûõ ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé â áèîðòîãîíàëüíûå ðÿäû

ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì ýòîãî ïó÷êà.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíî ðàññìîòðåíèå ñèëüíî íåðåãóëÿðíîãî êâàä-

ðàòè÷íîãî ïó÷êà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ óñëîâèÿìè. Íàéäå-

íû åãî ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ è âûâåäåí êðèòåðèé èõ ñõîäèìîñòè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è êðàòêîé èñòîðèè

âîïðîñà, òðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è

ïðèëîæåíèÿ.

Âî ââåäåíèè îïèñûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à è å¼ àêòóàëüíîñòü, ñî-

äåðæàòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ î äàííîé ðàáîòå.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ñîäåðæàòñÿ ñâåäåíèÿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è, ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è òåîðåìû íà îñ-

íîâàíèè êîòîðûõ ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîëó÷åíû îñíîâíûå ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ è êðèòåðèè

èõ ïðèìåíåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè óêàçàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è âûâîä î äîñòèæåíèè ïî-

ñòàâëåííûõ öåëåé.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ êîä ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé àâòîìàòèçèðî-

âàòü íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà.

Ðàáîòà íîñèò ðåôåðàòèâíûé õàðàêòåð è îñíîâûâàåòñÿ íà ñòàòüÿõ Ðûõëîâà

Â.Ñ. [2-4]

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà.Â äàííîì ðàç-

äåëå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Êðîìå òîãî, ïðèñóòñòâóþò îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé è îïðåäå-

ëåíèÿ êëàññîâ ïó÷êîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê L(λ) äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
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òîðîâ 2-ãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì:

l(y, λ) := y
′′

+ λp1y
′
+ λ2p2y, (5)

Uj(y, λ) := αj1y
′
(0) + λαj0y(0) + βj1y

′
(1) + λβj0y(1) = 0, j = 1, 2. (6)

ãäå p1, p2, αji, βji ∈ C.
Ìíîæåñòâî ïó÷êîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî

ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî êëàññîâ:

1) Ïó÷îê (5)�(6) ðåãóëÿðåí ïî Áèðêãîôó, ò.å. ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ñëå-

äóþùóþ îöåíêó âíå ñ.ç:

|G(x, t, λ)| ≤ C

λn−1
(G.D. Birkho� (1908), ß.Ä. Òàìàðêèí (1917), M.H.

Stone (1926)).

2) Ïó÷îê (5)�(6) ïî÷òè ðåãóëÿðåí, ò.å. ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ñëåäóþùóþ

îöåíêó âíå ñ.ç:

|G(x, t, λ)| ≤ C

λn−1
(M.H. Stone (1926), À.Ï. Õðîìîâ (1962), H.E.

Benzinger (1970)).

3) Ïó÷îê (5)�(6) ñëàáî íåðåãóëÿðåí, ò.å. ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ïðåäûäó-

ùóþ îöåíêó ïî êðàéíåé ìåðå íà 3-õ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, ðàñ-

òâîð ìåæäó ñîñåäíèìè èç êîòîðûõ < π (Ì.Ã. Ãàñûìîâ è À.Ì. Ìàãåððà-

ìîâ (1974), À.À. Øêàëèêîâ (1983)).

4) Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïó÷îê Ïó÷îê (5)�(6) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåðå-

ãóëÿðíûì.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà âåêòîð-ôóíêöèþ f = (f0, f1)
T , ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî äâóêðàòíàÿ ðàçëîæèìîñòü ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè â áèîð-

òîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì ïó÷êà L(λ).

Íàõîäèì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ w1, w2 è ñ÷èòàåì, ÷òî îíè

ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, ïðè÷åì 0 < w1 < w2. Ïîäñ÷èòûâàåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé îïðåäåëèòåëü ïó÷êà L(λ):

∆(λ) =

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣∣ = λ2

∣∣∣∣∣v11 + expλw1w11 v12 + expλw2w12

v21 + expλw1w21 v22 + expλw2w22

∣∣∣∣∣ = λ2∆0(λ)

4



Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñèëüíî íåðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ñ

ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ óñëîâèÿìè, íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, â êîòî-

ðûõ ïðèñóòñòâóþò eλw1 è eλ(w1+w2) ñîîòâåòñòâåííî.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèàíåðèçîâàííàÿ çàäà÷à ïîñëå çà-

ìåíû v0 = y, v1 = λv0. Òîãäà çàäà÷ó (5)�(6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:v1 = λv0,− 1
p2
v
′′

0 −
p1
p2
v
′

1 = λv1,

Uj(v) := αj1v
′

0(0) + αj0v1(0) + βj1v
′

0(1) + βj0v1(1) = 0, j = 1, 2,
(5)

ãäå v = (v0, v1)
T .

Â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå çàäà÷ó (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:(
0 1

− 1
p2

d2

dx2 −
p1
p2

d
dx

)
v = λv, (6)

Uj(v) = 0, j = 1, 2. (7)

èëè

L̂v = λv.

ãäå óæå åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð L̃, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-

ôóíêöèé, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L̂v :=

(
0 1

− 1
p2

d2

dx2 −
p1
p2

d
dx

)
v

è äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå DL̃ = {v = (v0, v1)
T |v0 ∈ W 2

1 [0, 1], v1 ∈
W 1

1 [0, 1], Uj(v) = 0, j = 1, 2}
Îáîçíà÷èì íåîáõîäèìûå äàëåå ëåììû: Ëåììà 1 ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü âèä

ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé v0(x, λ) è v1(x, λ)

Ëåììà 1 Åñëè f
′

0, f1 ∈ L1[0, 1] è

f0(0) = f0(1) = f
′

0(0) = f
′

0(1) = f1(0) = f1(1) = 0, (8)
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òî

v0(x, λ) =
a12

λ(w2 − w1)∆0
×

1∫
0

eλ(w1x+w1(1−t))f(t, λ)dt−

− a22

λ(w2 − w1)∆0

1∫
0

eλ(w1x+w2(1−t))f(t, λ)dt+
a11

λ(w2 − w1)∆0
×

×
1∫

0

eλ(w1(1−t)+w2x)f(t, λ)dt− a12

λ(w2 − w1)∆0

1∫
0

eλ(w2x+w2(1−t))f(t, λ)dt−

− 1

λ(w2 − w1)

x∫
0

eλw1(x−t))f(t, λ)dt+
1

λ(w2 − w1)

x∫
0

eλw2(x−t)f(t, λ)dt (9)

v1 = λv0 + f0 (10)

Ëåììà 2 ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó ñëàãàåìûõ èç îáåèõ ïîëó-

ïëîñêîñòåé.

Ëåììà 2 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà Cσ, ÷òî

∀λ ∈ Cσ− : |∆−0 (λ)| ≥ Cσ, ∀λ ∈ Cσ+ : |∆+
0 (λ)| ≥ Cσ (11)

Ðàññìîòðèì êðóãîâûå êîíòóðû Γν ðàäèóñà rν, òàêèå, ÷òî rν −→ ∞ ïðè

ν −→∞.

Ëåììà 3 ãîâîðèò îá îöåíêå èíòåãðàëîâ îò ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî ââå-

äåííûì ðàíåå çàìêíóòûì êîíòóðàì.

Ëåììà 3

Åñëè γ(x, t) = γ0 + γ1x + γ2t, γ2 6= 0 è γ(x, t)Reλ < 0 ∀λ ∈ Γ+
ν (Γν−) ïðè

x ∈ [0, 1], t ∈ [a(x), b(x)], ãäå a(x) è b(x) - çàäàííûå ëèíåéíûå ôóíêöèè.

f ∈ Lp[0, 1], p > 1, χp(ν) = ν
1
p ïðè 1 < p <∞ è χ∞(ν) = ln ν ïðè p =∞, òî

∣∣∣∣∣− 1

2πi

∫
Γ+
ν

b(x)∫
a(x)

eγ(x,t)λh(t)dtdλ

∣∣∣∣∣ ≤ C||h||pχp(ν) (12)
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Òåîðåìà 1 Åñëè f
′′

0 , f
′

1 ∈ L1[0, 1], p > 1, a12 = a12 è âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (2.5), òî

− 1

2πi

∫
Γν

v0(x, λ)dλ = − e2p2

w2 − w1
F1(

x

τ
) +

e1p2

w2 − w1
F1(τx+ 1− τ)−

− p2

w2 − w1
F1(x)− e2(p1w2 + p2)

w2(w2 − w1)
f0(

x

τ
) +

e2(p1w2 + p2)

w2(w2 − w1)
f0(τx+ 1− τ)−

−e2(p1w2 + p2)

w2(w2 − w1)
f0(x) + o(1), ν −→∞ (13)

− 1

2πi

∫
Γν

v1(x, λ)dλ =
(
− e2p2

w2
2(w2 − w1)

f
′

1(
x

τ
)dt+

e1p2

w2
1(w2 − w1)

×

×f ′1(τx+ 1− τ)dt− p2

w2
2(w2 − w1)

f
′

1(x)
)

+
(
− e2(p2 + w2p1)

w2
2(w2 − w1)

f
′

0(
x

τ
)dt+

+
e1(p2 + w2p1)

w2
1(w2 − w1)

f
′

0(τx+ 1− τ)dt− p2 + w2p1

w2
2(w2 − w1)

f
′

0(x)
)

+ o(1), ν −→∞ (14)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îäíîé èç ãëàâíûõ èäåé ÿâëÿëàñü èäåÿ ïîä-

ñ÷åòà èíòåãðàëà íà ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êàê ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëîì

ïî âñåé ïëîñêîñòè è èíòåãðàëîì ïî ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

− 1

2πi

∫
Γν

v0(x, λ)dλ = f0(x) + o(1), ν −→∞

− 1

2πi

∫
Γν

v1(x, λ)dλ = f1(x) + o(1), ν −→∞
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀x ∈ [0, 1] âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:( e2w2

(w2 − w1)
f0(

x

τ
)dt− e1w1

(w2 − w1)
f0(τx+ 1− τ)dt+

w1

(w2 − w1)
f0(x)

)
+(

− e2p2

(w2 − w1)
F1(

x

τ
)dt+

e1p2

(w2 − w1)
F1(τx+ 1− τ)dt− p2

(w2 − w1)
F1(x)

)
(
− e2w1

(w2 − w1)
f1(

x

τ
)dt− e1w2

(w2 − w1)
f1(τx+ 1− τ)dt+

w2

(w2 − w1)
f1(x)

)
+( e2

(w2 − w1)
f
′

0(
x

τ
)dt− e1

(w2 − w1)
f
′

0(τx+ 1− τ)dt+
1

(w2 − w1)
f
′

0(x)
)
,

ãäå îáîçíà÷åíî F (x) =

1∫
0

f(x)dx Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷à-

åòñÿ óïðîñòèòü ñèñòåìó:

(
e2w1f

′

0(
x

τ
)− e1w2f

′

0(τx+ 1− τ)− w1f
′

0(x)
)
+
(
−e2w

2
1f1(

x

τ
)+

+ e1w
2
2f1(τx+ 1− τ)− w1w2f1(x)

)
= 0 (15)

(
e2f

′

0(
x

τ
)− e1f

′

0(τx+ 1− τ) + f
′

0(x)
)
+
(
−e2w

2
1f1(

x

τ
)+

+ e1w
2
2f1(τx+ 1− τ)− w2f1(x)

)
= 0 (16)

Â ýòîé ñèñòåìå ôèãóðèðóþò òîëüêî f1(x) è f
′

0(x) Ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî

äëÿ ñëó÷àÿ e2 = 0 , òî åñòü f
′

0(x) = w2f1(x) ∀x ∈ [0, 1] ñèñòåìà âûïîëíÿåòñÿ

àâòîìàòè÷åñêè.

Â çàêëþ÷åíèè äàííîé ðàáîòû äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîëóðàñïàäàþùèìèñÿ óñëîâèÿìè áûë

ïîëó÷åí êàê ðåçóëüòàò êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé â

îáùåì âèäå â êà÷åñòâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû óïðîùåí-

íûå âèäû äàííîé ñèñòåìû â ñëó÷àÿõ,÷àùå âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ò.å. â

ñëó÷àÿõ, êîãäà íå âñå êîýôôèöèåíòû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íåíóëåâûå.

Äàííûå ïðèìåðû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ íàïèñàíèÿ è îòëàæèâàíèÿ ïðî-

ãðàììíîãî êîäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì óñëîâèÿ èñõîäíîãî ïó÷êà

ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè åãî ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ
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íà ÿçûêå Python. Â çàâèñèìîñòè îò ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ

p1, p2, α10, α11, α20, α21, β10, β11, β20, β21 âûâîäèò â êîíñîëü ïîñ÷èòàííûå

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü,

âûâîäèò âèä ôîðìóë êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè,ò.å. çàâèñèìîñòü f
′

0(x) îò f1(x).
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