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Введение 

Широкий круг задач, связанных с решением проблем машиностроения, 

авиастроения, биомеханики и других областей науки и техники, использующих 

композиционные материалы, приводит к необходимости исследования 

распространения нестационарных волн в вязкоупругих (наследственно-

упругих) оболочечных конструкциях.  

Сложность уравнений теории наследственной упругости, в частности для 

оболочек, не позволяет получить точные аналитические решения, и поэтому 

используются различные приближенные методы, основанные на приближении 

как исходных уравнений, так и решений. 

Существует большое число работ [1 - 13], посвящённых исследованию 

оболочечных конструкций, изготовленных из наследственно-упругих 

материалов, в которых в качестве ядра интегрального оператора 

рассматривается ядро Ржаницына, так как данное ядро хорошо описывает 

вязкоупругое поведение материала и имеет простую форму, в отличие от ядра 

Работнова [14]. 

Оболочечные конструкции из наследственно-упругих материалов с ядром 

Ржаницына используются при решении различных задач: в задачах о флаттере 

[1 - 3], в биомеханике [4], при моделировании нелинейных колебаний 

вязкоупругого трубопровода с жидкостью [5, 6]. 

Целью магистерской работы является построение и исследование с 

помощью асимптотических методов математической модели, описывающей 

распространение нестационарных продольных волн в наследственно-упругих 

тонкостенных оболочках, подверженных ударному продольному воздействию 

на торец. 

Задачами выполняемой работы являются: 

1) постановка трёхмерной задачи о распространении нестационарных 

волн в тонкостенной наследственно-упругой полубесконечной оболочке 

общего очертания при ударном продольном воздействии тангенциального типа 

на её торец; 
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2) вывод уравнений для безмоментной двумерной составляющей; 

3) решение полученных уравнений для случая осесимметричной 

нагрузки на торец цилиндрической оболочки с помощью метода интегрального 

преобразования Лапласа; 

4) анализ решения, полученного для безмоментной двумерной 

составляющей; 

5)  вывод уравнений для погранслоя в окрестности квазифронта для 

наследственно-упругой оболочки; 

6) решение полученных уравнений для случая осесимметричной 

нагрузки на торец цилиндрической оболочки с помощью метода интегрального 

преобразования Лапласа; 

7) анализ решения уравнений для погранслоя. 

Структура и объём работы. Магистерская работа состоит из введения, 

пяти разделов и заключения и содержит 67 страниц. Список использованных 

источников включает 32 наименования. 

Раздел 1 Постановка задачи о распространении нестационарных волн в 

наследственно-упругой оболочке. 

Раздел 2 Вывод уравнений двумерной безмоментной составляющей. 

Раздел 3 Решение задачи для цилиндрической оболочки с помощью 

преобразования Лапласа. 

Раздел 4 Вывод уравнений погранслоя в окрестности квазифронта. 

Раздел 5 Решение уравнений погранслоя для цилиндрической оболочки с 

помощью преобразования Лапласа. 

Научная новизна. В работе впервые с помощью асимптотических 

методов, разработанных для случая упругих тонких оболочек, выведены 

уравнения безмоментной составляющей и погранслоя в окрестности 

квазифронта для наследственно-упругих оболочек, а также получены их 

приближенные аналитические решения. По результатам исследований, 

проведенных в рамках выполнения выпускной квалификационной работы 

магистра, был сделан доклад на научной студенческой конференции механико-
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математического факультета СГУ и опубликована статья в сборнике научных 

трудов «Математика. Механика» [15]. 

Научная значимость работы заключается в возможности применения 

полученных уравнений и решений для изучения поведения оболочечных 

конструкций, изготовленных из наследственно-упругих (вязкоупругих) 

материалов, при ударных воздействиях. 

Основное содержание работы 

Данная магистерская работа посвящена построению и исследованию 

математической модели, описывающей распространение нестационарных 

продольных волн в наследственно-упругой тонкостенной оболочке при 

ударном воздействии на ее торец, с помощью аналитических асимптотических 

методов. 

Во введении была проанализирована литература, посвящённая 

исследованию оболочечных конструкций, изготовленных из наследственно-

упругих материалов, в которых в качестве ядра интегрального оператора 

рассматривается ядро Ржаницына. 

В первом разделе осуществляется постановка трёхмерной задачи о 

распространении нестационарных волн в наследственно-упругой оболочке 

общего очертания, подверженной ударному продольному воздействию на 

торец. 

Уравнения наследственной теории упругости, описывающие поведение 

оболочки, записаны в триортогональной криволинейной системе координат, 

связанной со срединной поверхностью оболочки. Уравнения состояния взяты в 

интегральной форме с ядром интегрального оператора Ржаницына [14], в 

предположении, что параметр интегрального оператора .
2

1
  

Предполагается, что к торцу оболочки, заданному уравнением α1=0, 

приложено ударное воздействие тангенциального типа, моделируемое 

функцией Хевисайда [16]. 
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Считается также, что оболочка находилась в покое до момента 

приложения нагрузки. 

Предполагается, что лицевые поверхности оболочки свободны от 

напряжений, следовательно, напряжения на них полагаются равными нулю. 

Начально-краевая задача, включающая уравнения движения, уравнения 

состояния, граничные и начальные условия, в трёхмерной постановке не имеет 

точного аналитического решения. 

В данной работе в качестве метода исследования выбран метод 

расчленения напряженно-деформированного состояния на составляющие с 

различными показателями изменяемости. 

Выделяются следующие зоны применимости приближенных решений: 

1) погранслой в окрестности фронта волны расширения; 

2) квазиплоская квазисимметричная задача теории вязкоупругости; 

3) погранслой в окрестности квазифронта; 

4) безмоментная составляющая; 

5) наложение безмоментной составляющей и квазистатического погранслоя 

типа Сен-Венана. 

В данной работе будет исследовано приближенное решение исходной 

задачи в областях 3 и 4. 

Во втором разделе выводятся двумерные уравнения для безмоментной 

составляющей. Для этого в представленных в первом разделе трёхмерных 

уравнениях теории наследственной упругости осуществляется переход к 

безразмерным переменным, безразмерному времени и безразмерным 

параметрам интегрального оператора, вводятся асимптотики компонент 

напряжённо-деформированного состояния. 

В уравнениях, записанных с учётом введённых безразмерных величин и 

асимптотик, производится разделение на чётные и нечётные части 

относительно нормальной координаты и отбрасываются асимптотически малые 

члены уравнений. 
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Интегрирование полученных уравнений по нормальной координате 

позволяет установить закон зависимости составляющих напряжённо-

деформированного состояния от этой координаты и в дальнейшем перейти к 

двумерным уравнениям. 

Полученные зависимости подставляются в чётные и нечётные части 

уравнений. В результате были получены разрешающие уравнения для 

асимптотически главных компонент напряжённо-деформированного состояния 

в усилиях и перемещениях срединной поверхности оболочки. 

В третьем разделе двумерные уравнения для безмоментной 

составляющей, полученные во втором разделе, решаются для случая 

цилиндрической оболочки, в предположении, что нагрузка на торце является 

осесимметричной.  

С помощью интегрального преобразования Лапласа по переменной 

времени [17] и теоремы о свёртке [18] было получено решение в изображениях 

для нормального продольного усилия.  

Для перехода к оригиналу степень экспоненты, входящей в решение для 

изображения усилия, была разложена в ряд Тейлора по отрицательным 

степеням параметра интегрального преобразования Лапласа, после чего с 

помощью почленного обращения изображения было получено решение для 

нормального продольного усилия. 

На основе полученного решения были построены графики зависимости 

приведённого значения нормального усилия от продольной координаты, 

позволяющие сделать выводы о влиянии параметров интегрального оператора 

на решение. 

Четвёртый раздел посвящён выводу уравнений погранслоя в 

окрестности квазифронта. Вывод уравнений осуществляется из уравнений, 

рассмотренных в первом разделе, для оболочки вращения. В представленных 

уравнениях производится разложение искомых функций в тригонометрические 

ряды по окружной координате.  
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Вывод уравнений осуществляется также с помощью метода 

асимптотического интегрирования, но с соответствующими 

характеристическими переменными и асимптотиками. В результате 

осуществляется переход от трехмерной задачи к двумерным уравнениям, 

описывающим решение исходной задачи в окрестности квазифронта. 

Пятый раздел посвящён решению уравнений погранслоя в окрестности 

квазифронта, полученных в четвёртом разделе для цилиндрической оболочки, 

подверженной осесимметричной нагрузке на торце. 

Решение задачи осуществляется с помощью интегрального 

преобразования Лапласа, которое позволило получить решение в изображениях 

для асимптотически главного члена изображения нормального продольного 

усилия. Для обращения изображения использовалась формула Меллина. 

Результаты численных расчётов приведены в виде графиков зависимости 

приведённого значения нормального усилия к продольной координате для 

различных параметров интегрального оператора. Установлено влияние 

параметров интегрального оператора на поведение решения в указанной 

области. 

Заключение 

В магистерской работе для вывода уравнений приближенных теорий и 

исследования нестационарного волнового НДС наследственно-упругих 

оболочек используются асимптотические методы. Основные результаты 

исследований заключаются в следующем: 

1. Произведена постановка трёхмерной задачи о распространении 

нестационарных волн в наследственно-упругой оболочке, подверженной 

ударному продольному воздействию на торец. Рассмотрен случай, когда 

наследственно-упругое поведение материала оболочки описывается 

уравнениями состояния в интегральной форме. В качестве ядра интегрального 

оператора взято ядро Ржаницына. 

2. Путём асимптотического интегрирования трёхмерных динамических 

уравнений наследственной теории упругости выведены асимптотически 
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оптимальные уравнения для безмоментной двумерной составляющей и 

погранслоя в окрестности квазифронта. 

3. Рассмотрена модельная задача об определении нормального 

продольного усилия в случае в цилиндрической оболочки, подверженной 

ударному продольному воздействию тангенциального типа на торце. Получены 

приближенные аналитические решения задачи для безмоментной 

составляющей и погранслоя в окрестности квазифронта с помощью метода 

интегрального преобразования Лапласа по переменной времени. Результаты 

численных расчётов приведены в виде графиков. 

4. Проведён анализ полученных результатов. Проанализировано влияние 

параметров ядра интегрального оператора на поведение решений. 
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