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Ââåäåíèå. Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

â èçâåñòíîì ïîäêëàññå îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé � ôóíêöèé êëàññà Áàçèëåâè÷à.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé, îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé èññëå-

äîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå ìåñòî îòâîäèòñÿ èçó÷åíèþ îäíîëèñòíûõ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøóþ ðîëü èãðàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ, èñõîäÿ

èç óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü êîëè-

÷åñòâåííûå îöåíêè íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ôóíêöèåé: îöåíêè

ìîäóëÿ ôóíêöèè, ìîäóëÿ è àðãóìåíòà åå ïðîèçâîäíîé, ìîäóëåé êîýôôèöèåí-

òîâ è ò.ï.

Öåëü ðàáîòû: ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàæîðàíòíîé îáëàñòè ê îïèñàíèþ ñè-

ñòåì ôóíêöèîíàëîâ íà ïîäêëàññ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â ðàáîòå:

à) ðàññìîòðåòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé êëàññà Áàçèëåâè÷à;

á) îïèñàòü ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è Ãðîíóîëëà íà êëàññå ôóíêöèé Áàçèëå-

âè÷à;

â) ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî îïèñàíèþ îáëàñòè äåéñòâèÿ ôóíê-

öèîíàëà.

Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë ðàçáèò

íà 2 ÷àñòè: â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè â êâàä-

ðàòóðàõ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà-Êóôàðåâà;à âî âòîðîé- îáîáùåíèå îäíîé èíòå-

ãðàëüíîé ôîðìóëû ïîäêëàññà îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàñ-

ñìîòðåíà îöåíêà ìîäóëÿ ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò âòîðîãî Òåéëîðîâñêîãî

êîýôôèöèåíòà. Ïðèâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, îïèðàþòñÿ íà ìåòîä ìàæîðàíò-

íîé îáëàñòè, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ Ì.Ôèíêåëüøòåéíà, Ä.Â. Ïðîõîðîâà,

ß. Øèíàëÿ.Íàõîäèòñÿ ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèíòàìè ôóíêöèé êëàññà Áàçè-

ëåâè÷à è ôóíêöèÿìè êëàññà Êàðàòåîäîðè. Ýòîò ðàçäåë îïèðàåòñÿ íà ñòàòüþ

Ðàçóìîâñêîé Å.Â.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Îçíàêîìèìñÿ ñ ïåðâûì ðàçäåëîì. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç S � êëàññ âñåõ ðåãóëÿðíûõ è îäíîëèñòíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå

E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé f(z) = z + a2z
2 + . . . . Êëàññ S � ãëàâíûé

îáúåêò èññëåäîâàíèé â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-

ìåííîãî. Ïóñòü C[a;b] ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
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p(z; t), a ≤ t ≤ b, ôóíêöèé êëàññà C, ãäå C � êëàññ Êàðàòåîäîðè ôóíêöèé

p(z) , ðåãóëÿðíûõ â E ñ ðàçëîæåíèåì

p(w) = 1 +
∞∑
k=1

2pkz
k

ñ óñëîâèåì Rep(z) > 0. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(z) ∈ S ñóùåñòâóåò îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî p(z, t) èç ìíîæåñòâà C[0;∞] òàêîå, ÷òî ðåøå-

íèå w = f(z, t) çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà-

Êóôàðåâà
dw

dt
= −wp(w, t),

w|t=0 = z,

ïðåäñòàâëÿåò f(z) ïî ôîðìóëå

f(z) = lim
t→∞

etf(z, t).

Êóôàðåâûì áûë ïðîâåäåí ðÿä èññëåäîâàíèé ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ ýòîãî

óðàâíåíèÿ, äîêàçàíà èõ îäíîëèñòíîñòü. À Ãóòëÿíñêèé Â.ß. äîêàçàë, ÷òî óðàâ-

íåíèå Ëåâíåðà-Êóôàðåâà ïîðàæäàåò ìíîæåñòâî âñåõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé,

òåì ñàìûì ïîëó÷èâ èñ÷åðïûâàþùèé ðåçóëüòàò â äàííîì íàïðàâëåíèè èññëå-

äîâàíèÿ.

È.Å. Áàçèëåâè÷, ïðîèíòåãðèðîâàâ ÷àñòíûé âèä óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà-

Êóôàðåâà, ïîëó÷èâ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäêëàññà îäíîëèñòíûõ

ôóíêöèé Bα, ãäå α ≥ 0. Åñëè f ∈ Bα,òî

f(z) = lim
t→∞

etw(z, t),

ãäå w(z, t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà-Êóôàðåâà:

dw(z, t)

dt
= − w(z, t)

e−αtp1(w) + (1− e−αtp0(w),

w(z, 0) = z,
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ãäå p0(w), p1(w) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà Êàðàòåîäîðè (C) ñ ðàçëîæåíèåì

â åäèíè÷íîì êðóãå E

p0(w) = 1 +
∞∑
k=1

2γkw
k,

p1(w) = 1 +
∞∑
k=1

2βkw
k,

óäîâëåòâîðÿþùèå â E óñëîâèþ Rep0(w) > 0, p1(w) > 0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Áàçèëåâè÷ó È.Å:

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ p0, p1 ðåãóëÿðíû â êðóãå |z| < 1 è èìåþò â íåì

ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, òî ôóíêöèÿ

f(z) =
[
α

∫ z

0

p1(s)s
α−1exp

(
α

∫ s

0

p0(t)− 1

t
dt
)
ds
] 1
α

îäíîëèñòíà â êðóãå, åñëè ïîä f(z) ïîíèìàòü òó âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-

öèè, êîòîðàÿ èìååò ðàçëîæåíèå

f(z) = z + a2z
2 + . . . , |z| < 1.

Êëàññ Bα ñîäåðæèò ðÿä ïîëêëàññîâ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëü-

íûé èíòåðåñ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p1(z) = 1, p0(z) ∈ C èìååì

dw(z, t)

dt
= − w(z, t)

e−αt + (1− e−αtp0(w),

w(z, 0) = z.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äàåò íàì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäêëàññà S0

âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé êëàññà S:

f(z) =
[
α

∫ z

0

sα−1exp
(
α

∫ s

0

p0(t)− 1

t
dt
)
ds
] 1
α

.
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Âî âòîðîì ðàçäåëå Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è îá îöåíêå |f(z)| â çàâèñè-
ìîñòè îò |a2| íà êëàññå ôóíêöèé Áàçèëåâè÷à Bα. Ýòà çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå

ïåðâîé çàäà÷è Ãðîíóîëëà.

Êàê áûëî ðàññìîòðåíî â ðàçäåëå 1, åñëè f ∈ Bα, òî

f(z) = lim
t→∞

etw(z, t)

dw(z, t)

dt
= − w(z, t)

e−αtp1(w) + (1− e−αt)p0(w)
, (26)

w(z, 0) = z,

ãäå p0(w), p1(w)-ôóíêöèÿ êëàññà Êàðàòåîäîðè (C) ñ ðàçëîæåíèåì â åäèíè÷-

íîì êðóãå

p0(w) = 1 +
∞∑
k=1

2γkw
k,

p1(w) = 1 +
∞∑
k=1

2βkw
k,

óäîâëåòâîðÿþùèå â íåì óñëîâèþ Rp0(w) > 0, Rp1(w) > 0.

Îïåðàòîð

Pd1[q](w) =
1 + d̄1 + w(1 + d1)q(w) + 1− d̄1 + w(d1 − 1)

1 + d̄1 − w(1 + d1)q(w) + 1− d̄1 + w(d1 − 1)
=

=

d̄1
q−1
q+1+1

d1
q−1
q+1

+ w

d̄1
q−1
q+1+1

d1
q−1
q+1

− w
=
k + w

k − w
, (27)

ãäå q(w) ∈ C, îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò êëàññ C íà êëàññå C(d1) ôóíêöèåé

f ∈ C ñ ôèêñèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì d1. Ôóíêöèÿ ξ = k+w
k−w , (|k| > r)

îòîáðàæàåò êðóã Er = {w : |w| ≤ r} íà êðóã

∣∣∣ξ − |k|2 + r2

|k|2 − r2

∣∣∣ ≤ 2|k|r
|k|2 − r2

, (28)
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êîòîðûé ðàñøèðÿåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì |k|. Îáðàç êðóãà Er ïðè îòîáðàæåíèè

ôóíêöèÿìè êëàññà C ñîäåðæèòñÿ â êðóãå

Dr =
{
I :
∣∣∣I − 1 + r2

1− r2

∣∣∣ ≤ 2r

1− r2

}
, (29)

Ôóíêöèÿ k =
d̄1

q−1
q+1+1

d1
q−1
q+1

îòîáðàæàåò êðóã Dr íà êðóã

∣∣∣k − |d1|2(1− r2)

|d1|2 − r2

∣∣∣ ≤ 1− |d1|2r
|d1|−r2

(30)

È ïîýòîìó â êðóãå Dr

|k|min =
r|d1|+ 1

|d1|+ r
(31)

Ïðèìåíèì îïåðàòîð Pd ôóíêöèÿì p0(w), p1(w), çàôèêñèðîâàâ êîýôôèöè-

åíòû γ1 è β1 íà êëàññå ôóíêöèé C

|k1| = |k|min
d1=β1

=
r|β1|+ 1

|β1|+ r,
(32)

|k2| = |k|min
d1=γ1

=
r|γ1|+ 1

|γ1|+ r.
(33)

Ôóíêöèÿ

g(w) = e−αtPβ1[p](w) + (1− e−αt)Pγ1[p](w)

îòîáðàæàåò êðóã Er = {w : |w| ≤ r} íà êðóã

∣∣∣g−(e−αt)
|k1|2 + r2

|k1|2 − r2
+(1−e−αt) |k2|2 + r2

|k2|2 − r2

∣∣∣ ≤ (e−αt 2|k1|r
|k1|2 − r2

+(1−e−αt) 2|k2|r
|k2|2 − r2

)
È, çíà÷èò, ñ ó÷åòîì (31)

T1 ≤ Reg(w) ≤ T2. (34)
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (32),(33) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ T1 è T2:

T2 = e−αt
1 + 2r|β1|+ r2

1− r2
+ (1− e−αt)1 + 2r|γ1|+ r2

1− r2
(35)

T1 = e−αt
1− r2

1 + 2r|β1|+ r2
+ (1− e−αt) 1− r2

1 + 2r|γ1|+ r2
. (36)

Èç (26),(34) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

− 1

T1
≤ d log |w|

dt
≤ 1

T2
, (37)

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî äàåò

J1 ≤ |f(z)| ≤ J2, (38)

ãäå

J1 =
[
α

∫ |z|
0

1− s2

1 + s2 + 2s|β1|
sα−1 exp

(
α

∫ s

0

1−t2
1−t2+2t|γ1| − 1

t
dt
)
ds
] 1
α

,

J2 =
[
α

∫ |z|
0

1 + s2 + 2s|β1|
1− s2

sα−1 exp
(
α

∫ s

0

1−t2+2t|γ1|
1−t2 − 1

t
dt
)
ds
] 1
α

,

Ïðåîáðàçóåì ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé, âû÷èñëÿÿ âíóòðåííèå èíòåãðàëû:

J1 =
[
α

∫ |z|
0

(1− s2)sα−1

((1 + s2 + 2s|β1|)(1 + s2 + 2s|γ1|))α
] 1
α

, (39)

J2 =
[
α

∫ s

0

(1 + s2 + 2s|β1|)sα−1

(1− s2)α+1

(1 + s

1− s

)α|γ1|
ds
] 1
α

(40)

Èñïîëüçóÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû a2, β1 è γ1 ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

a2 = 2
β1 + γ1α

α + 1
(41)

çàôèêñèðóåì
a2(α + 1)

2
= c. (42)
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Òîãäà

c = β1 + γ1α. (43)

Ââåäåì âåêòîð x(x1, x2, x3), ïîëîæèâ x1 = |γ1|, x2 = arg γ1, x3 = arg β1.

Òàê êàê ðàííåå ìû ñ÷èòàëè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî a2 ≥ 0, ââåëè

ïàðàìåòðû x1, x2, x3, òåïåðü âûðàçèì ÷åðåç íèõ |β1| :

|β1| = −x1α cos (x3 − x2) +
√
c2 − α2x2

1 sin2(x2 − x3). (44)

Ïîäñòàâèâ (44),(39) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ J1:

J1 =
[
α

∫ |z|
0

(1− s2)sα−1

(1 + s2 + 2s(x1α cos (x3 − x2) +
√
c2 − α2x2

1 sin2(x2 − x3))
×

× 1

(1 + s2 + 2sx1)α)

] 1
α

.

Íàéäåì ìèíèìóì J1, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x1, x2,

x3. Ïðèðàâíÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê 0, ïîëó÷èì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Ïðî-

âåðèì, ÷òî â íåé âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà è ïîäñòàâèì

åå â èñõîäíîå âûðàæåíèå, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

J1 =
|z|

1 + |z|2 + |z||a|

Òåïåðü ïîäñòàâèì (44) â (40) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ J2 :

J2 =
[
α

∫ s

0

(
1 + s2 + 2s(x1α cos (x3 − x2) +

√
c2 − α2x2

1 sin2(x2 − x3)
)
sα−1

(1− s2)α+1
×

×
(1 + s

1− s

)αx1
ds
] 1
α

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà J2 âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x1, x2,

x3. Ïðèðàâíÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê 0, òîãäà ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

âèäà:
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

− sin (x3 − x2)
(

2s+
αx2

1 cos (x3 − x2)√
c2 − α2x2

1 sin2 (x3 − x2)

)
= 0

ln
(1 + s

1− s

)(
1 + s2 + 2s(x1α cos (x3 − x2)) +

√
c2 − α2x2

1 sin2 (x3 − x2)
)

= 0

cos (x3 − x2)−
αx2

1 sin2 (x3 − x2)√
c2 − α2x2

1 sin2 (x3 − x2)
= 0

(45)

Òàê êàê x3 = x2, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (45) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ:

ln
(1 + s

1− s

)(
1 + s2 + 2s(x1α cos 0) +

√
c2 − α2x2

1 sin2 0
)

= 0

ln
(1 + s

1− s

)
(1 + s2 + 2sx1α + 2cs) = 0

|β1| = αx1 + c (46)

Âûðàçèì x1 :

x1 =
1

α

( 1
ln 1+s

1−s
− (1 + s2)

2s
− c

)
(47)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (46), (47) â J2 :

J2 =
[
α

∫ s

0

1 + s2 + 2s(x1α cos (x3 − x2))

(1− s2)α+1
+

√
c2 − α2x2

1 sin2 (x3 − x2)

(1− s2)α+1
×

× sα−1
(1 + s

1− s

)αx1
ds
] 1
α

=

=

[
α

∫ |z|
0

(
1 + s2 + 2s 1

αα

(
1

ln 1+s
1−s
−(1+s2)

2s − c

)
+ c

)
sα−1

(1− s2)α+1
×

×
(1 + s

1− s

) 1
αα

(
1

ln 1+s
1−s

−(1+s2)

2s −c

)
ds

] 1
α

=

=

[
α

∫ |z|
0

(1 + 2s+ s2 − (1 + s2))sα−1

e(1 + s2)α+1 log
(

1+s
1−s

) ×
(1 + s

1− s

)1+2a2+s2
] 1
α

=
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=

[
α

∫ |z|
0

2sα

e(1− s2)α+1 log
(

1+s
1−s

) ×
(1 + s

1− s

) 1+s2+s|a2|(α+1)
2s

ds

] 1
α

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå

óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 7.Ïóñòü f(z) = z + a2z
2 + ... ∈ βα, α ∈ R, z ∈ E = {z : |z| < 1}.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

J∗1 ≤ |f(z)| ≤ J∗2 ,

ãäå

J∗1 =
|z|

1 + |z|2 + |z||a2|
,

J∗2 =

[
α

∫ |z|
0

2sα

e(1− s2)α+1 log
(

1+s
1−s

) × (1 + s

1− s

) 1+s2+s|a2|(α+1)
2s

ds

] 1
α

.

Çàêëþ÷åíèå. Â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à Ãðîíóîëëà

äëÿ ôóíêöèé êëàññà Áàçèëåâè÷à.

Öåëü ðàáîòû äîñòèãíóòà è çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåøåíû.

Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë ðàçáèò

íà 2 ÷àñòè: â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè â êâàä-

ðàòóðàõ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà-Êóôàðåâà;à âî âòîðîé- îáîáùåíèå îäíîé èíòå-

ãðàëüíîé ôîðìóëû ïîäêëàññà îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàñ-

ñìîòðåíà îöåíêà ìîäóëÿ ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò âòîðîãî Òåéëîðîâñêîãî

êîýôôèöèåíòà. Ïðèâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, îïèðàþòñÿ íà ìåòîä ìàæîðàíò-

íîé îáëàñòè, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ Ì.Ôèíêåëüøòåéíà, Ä.Â. Ïðîõîðîâà,

ß. Øèíàëÿ.Íàõîäèòñÿ ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèíòàìè ôóíêöèé êëàññà Áàçè-

ëåâè÷à è ôóíêöèÿìè êëàññà Êàðàòåîäîðè. Ýòîò ðàçäåë îïèðàåòñÿ íà ñòàòüþ

Ðàçóìîâñêîé Å.Â.
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