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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íà÷àëà òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé âîñõîäÿò ê XVII è XVIII âåêó. Íàä ýòîé

òåìîé ðàáîòàëè òàêèå ó÷¼íûå, êàê Ïüåð Ôåðìà, Ëåîíàðä Ýéëåð, Æîçåô Ëóè

Ëàãðàíæ è Àäðèåí Ìàðè Ëåæàíäð, êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâàòåëÿìè

òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò îáùàÿ òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé, áåðóùàÿ ñâî¼ íà÷àëî ñ ðàáîò Ãàóññà

è Ãàëóà. Äî íåêîòîðîãî âðåìåíè ýòà òåîðèÿ íàõîäèëà ïðèìåíåíèå òîëüêî â

àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, îäíàêî âïîñëåäñòâèè áûëè íàéäåíû íîâûå òî÷êè ñî-

ïðèêîñíîâåíèÿ ñ ãåîìåòðèåé, êîìáèíàòîðèêîé è òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ.

Â 1830 ãîäó âîñåìíàäöàòèëåòíèé Ýâàðèñò Ãàëóà îïóáëèêîâàë ðàáîòó, êî-

òîðàÿ ïîëîæèëà îñíîâó îáùåé òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Â ýòîé ðàáîòå Ãàëóà

ââîäèò âîîáðàæàåìûé êîðåíü ñðàâíåíèÿ F (x) ≡ 0 (mod p), ãäå F (x) � ïðî-

èçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ν, íåïðèâîäèìûé ïî ìîäóëþ p. Ïîñëå ýòîãî

ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùåå âûðàæåíèå A = a0 + a1i + a2i
2 + ... + aν−1i

ν−1, ãäå

a0, a1, ..., aν−1 � íåêèå öåëûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ p. Åñëè ïðèñâàèâàòü ýòèì ÷èñ-

ëàì âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, âûðàæåíèå A áóäåò ïðèíèìàòü pν çíà÷åíèé. Äà-

ëåå Ãàëóà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ îáðàçóþò ïîëå è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïà ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ðàáîòà ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðâûì êàìíåì â ôóíäàìåíòå îáùåé òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Â îòëè÷èå

îò åãî ïðåäøåñòâåííèêîâ, ðàññìàòðèâàþùèõ òîëüêî ïîëÿ Fp, Ãàëóà ðàññìàò-
ðèâàåò óæå ïîëÿ Fpn, êîòîðûå íà÷àëè íàçûâàòü ïîëÿìè Ãàëóà â åãî ÷åñòü.

Íà ñàìîì äåëå, ïåðâàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà íàïèñàíà Ãàóññîì

ïðèìåðíî â 1797 ãîäó, îäíàêî ïðè åãî æèçíè ýòî èññëåäîâàíèå òàê è íå áûëî

èçäàíî. Âåðîÿòíî, äàííîå èññëåäîâàíèå áûëî ïðîèãíîðèðîâàíî ðåäàêòîðîì

åãî ñî÷èíåíèé, ïîýòîìó íà ñâåò ýòà ðàáîòà ïîÿâèëàñü òîëüêî â ïîñìåðòíîì

èçäàíèè â 1863 ãîäó.

Â 1893 ãîäó ìàòåìàòèê Ýëèàêèì Ìóð äîêàçàë òåîðåìó î êëàññèôèêàöèè

êîíå÷íûõ ïîëåé, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì

Ãàëóà, òî åñòü ëþáîå ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ èçîìîðôíî ïîëþ êëàññîâ âû÷åòîâ

ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
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ñòåïåíè n. Ê ýòîìó æå ãîäó îòíîñèòñÿ ïåðâàÿ ïîïûòêà äàòü àêñèîìàòè÷åñêèé

ïîäõîä ê òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé, îñóùåñòâëåííàÿ Ãåíðèõîì Âåáåðîì, êîòî-

ðûé ïûòàëñÿ îáúåäèíèòü â ñâîåé ðàáîòå ïîíÿòèÿ, âîçíèêøèå â ðàçëè÷íûõ

ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå è ïîíÿòèå êîíå÷íîãî ïîëÿ. Äàëåå â 1905

ãîäó Äæîçåô Âåääåðá¼ðíruen äîêàçûâàåò ìàëóþ òåîðåìó Âåääåðá¼ðíà î òîì,

÷òî ëþáîå êîíå÷íîå òåëî êîììóòàòèâíî, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ñîâðåìåííîå

àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîëÿ (ñ êîíå÷íûìè ïîëÿìè â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ) ïðèíàäëåæèò Ýðíñòó Øòàéíèöó è èçëîæåíî â åãî ðàáîòå 1910 ãîäà.

Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå

ïîíÿòèÿ, à èìåííî àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (ãðóïïû, êîëüöà è ïîëÿ), ìíî-

ãî÷ëåíû, à òàêæå ðàñøèðåíèå ïîëÿ. Âî âòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå

òåîðåìû õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîãî ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ìíîæå-

ñòâå êîðíåé íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, èññëåäóþòñÿ ôóíêöèè ñëåäà è íîð-

ìû, èññëåäóåòñÿ ïîëå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x2−1 íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì,

áëàãîäàðÿ ÷åìó ââîäèòñÿ îáîáùåííîå ïîíÿòèå êîðíÿ èç åäèíèöû, õîðîøî èç-

âåñòíîå äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ñòàëà âåñüìà àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ ðàçíîîáðàç-

íûìè ïðèëîæåíèÿìè. Êîíå÷íûå ïîëÿ ïîëó÷èëè øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå â

êðèïòîãðàôèè, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïåðåêëþ÷àòåëü-

íûõ ñõåì.
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1 Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ, ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãðóïïîé (G, ∗) íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî G

ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ íà íåì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè

óñëîâèÿ:

1. Îïåðàöèÿ ∗ àññîöèàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ G

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

2. Â G ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò (èëè åäèíèöà) e, òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáîãî a ∈ G
a ∗ e = e ∗ a = a.

3. Äëÿ êàæäîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 ∈ G, òàêîé, ÷òî

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Åñëè ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

4. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G
a ∗ b = b ∗ a,

òî îíà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (èëè êîììóòàòèâíîé)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷å-

ñêîé, åñëè â íåé èìååòñÿ òàêîé ýëåìåíò a, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò b ∈ G ÿâëÿ-

åòñÿ ñòåïåíüþ ýëåìåíòà a, ò.å. ñóùåñòâóåò öåëîå k, òàêîé, ÷òî b = ak. Ýòîò

ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ãðóïïû G. Äëÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G

ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèå G =< a >.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Êîëüöîì (R,+, ·) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ

áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, îáîçíà÷àåìûìè ñèìâîëàìè + è ·, òàêèìè, ÷òî
1. R � àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè +.

2. Îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà, ò.å. äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R

(a · b) · c = a · (b · c).
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4. Âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, ò.å. äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R

a · (b+ c) = a · b+ a · c è (b+ c) · a = b · a+ c · a.

Îïðåäåëåíèå 2.9.

1. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé, åñëè îíî èìååò ìóëüòèïëèêà-

òèâíóþ åäèíèöó, ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e ∈ R, ÷òî ae =

ea = a äëÿ ëþáîãî a ∈ R.
2. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè îïåðàöèÿ · êîììóòàòèâíà.
3. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ öåëîñòíûì êîëüöîì (èëè îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè),

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé e 6= 0, â êîòîðîì

ðàâåíñòâî ab = 0 âëå÷åò çà ñîáîé a = 0 èëè b = 0.

4. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ òåëîì, åñëè R 6= 0 è íåíóëåâûå ýëåìåíòû â R

îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè · .
5. Êîììóòàòèâíîå òåëî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïîëå åñòü ìíîæåñòâî F , íà êîòîðîì çàäàíû äâå îïå-

ðàöèè, íàçûâàåìûå ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì è êîòîðîå ñîäåðæèò äâà âûäå-

ëåííûõ ýëåìåíòà 0 è e, ïðè÷åì 0 6= e. Ïîëå F � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ,

åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 0, à ýëåìåíòû èç F , îòëè÷íûå îò

0, îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ e. Äâå îïåðàöèè, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáó-

òèâíîñòè a(b+c) = ab+ac. Âòîðîé çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè (b+c)a = ba+ca

âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ. Ýëåìåíò 0

íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì (èëè ïðîñòî íóëåì), à e � åäèíè÷íûì ýëåìåí-

òîì (èëè ïðîñòî åäèíèöåé) ïîëÿ F . Â äàëüíåéøåì äëÿ åäèíèöû, êàê ïðàâèëî,

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë 1.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Ìíîãî÷ëåíîì (èëè

ïîëèíîìîì) íàä R íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

f(x) =
n∑
i=1

aix
i = a0 + a1x+ ...+ anx

n,
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ãäå n � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, êîýôôèöèåíòû ai, 0 ≤ i ≤ n, � ýëåìåíòû

êîëüöà R, à x � íåêîòîðûé ñèìâîë, íå ïðèíàäëåæàùèé êîëüöó R, íàçûâàåìûé

ïåðåìåííîé (èëè íåèçâåñòíîé) íàä R.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü F � ïîëå. Ïîäìíîæåñòâî K ïîëÿ F , êîòîðîå ñà-

ìî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîëÿ F , íàçûâàåòñÿ åãî ïîäïîëåì.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå F íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K. Åñëè K 6= F , áóäåì

K íàçûâàòü ñîáñòâåííûì ïîäïîëåì ïîëÿ F .
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2 Òåîðåìû õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íûõ ïîëåé

Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ïîëåé è îïèñûâà-

þòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé.

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëå êëàññîâ âû-

÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ, ò.å ôàêòîðêîëüöî Z/(p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ìíîãèå ñâîéñòâà ýòîãî ïîëÿ ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ïî-

ëåé.

Ïîðÿäêîì êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ïðîñòî-

ãî ÷èñëà è, íàîáîðîò, äëÿ êàæäîé ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà q = pn, n ∈ N ,

ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîëå, ñîñòîÿùåå èç q ýëåìåíòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå

êîíå÷íûå ïîëÿ ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû äðóã äðóãó è

ïîòîìó ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Òîãäà îíî ñîñòîèò èç pn ýëåìåí-

òîâ, ãäå ïðîñòîå p ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé èç ïîëÿ F , à íàòóðàëüíîå

÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëÿ F íàä åãî ïðîñòûì ïîäïîëåì.

Òåîðåìà 5.2. (Cóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîíå÷íûõ ïîëåé)

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íîå ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ. Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èç q = pn ýëåìåíòîâ

èçîìîðôíî ïîëþ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xq − x íàä ïîëåì Fp.

Òåîðåìà 5.3. (Êðèòåðèé ïîäïîëÿ) Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q =

pn ýëåìåíòîâ (p � ïðîñòîå ÷èñëî). Òîãäà êàæäîå ïîäïîëå ïîëÿ Fq èìååò

ïîðÿäîê pm, ãäå m ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äåëèòåëåì ÷èñëà n. Îáðàòíî,

åñëè m � ïîëîæèòåëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà n, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî

ïîäïîëå ïîëÿ Fq èç p
m ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 5.4.Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F ∗q íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïðî-

èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq öèêëè÷íà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îáðàçóþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F ∗q íàçû-

âàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ Fq.
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Íàëè÷èåì â ëþáîì êîíå÷íîì ïîëå ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîå ïîëå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ñâîåãî ïðîñòîãî ïîäïîëÿ.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå è Fr � åãî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå.

Òîãäà Fr ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fq, ïðè÷åì

îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ýòîãî ïðîñòîãî ðàñøèðåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ëþ-

áîé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fr.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n â êîëüöå Fq[x] ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûë èçó÷åí âîïðîñ õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íîãî ïîëÿ. Áûëè

ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ïîëåé è ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ.
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