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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность: в настоящее время искусственные нейронные сети при-

обрели большую популярность благодаря впечатляющим результатам их при-

менения при решении самых разных задач— от приближения простейших за-

висимостей и классификации объектов до обнаружения и сегментации слож-

ных образов. ИНС активно используются в поисковых системах, обработке

видео и изображений, распознавании акустических и визуальных сигналов,

анализе различных показаний, симуляторах, автопилотируемых системах и

т.д. Архитектуры сетей и подходы к вычислению их параметров стремитель-

но развиваются, а вместе с ними неуклонно растет и область применения

ИНС, вытесняя собой стандартные подходы, которые часто оказываются ме-

нее эффективными.

Однако в настоящее время процесс определения оптимальной для по-

ставленной задачи архитектуры ИНС нередко носит эмпирический характер,

при котором возможности полученной сети могут быть только оценены на

основе результатов некоторого набора испытаний, что не всегда удовлетворя-

ет требованиям. Более того, существенное укрепление теоретической основы

нейронных сетей в конечном итоге может стать необходимым условием для

их дальнейшего развития.

Цель бакалаврской работы—исследование применимости актива-

ционной функции softplus [1] для решения задачи приближения с заданной

точностью многочленов произвольной степени с помощью классической пол-

носвязной трехслойной искусственной нейронной сети прямого распростра-

нения. Данная цель определяет следующие задачи:

— изучение актуальных источников исследуемого направления;

— формирование необходимой теоретической основы;

— практическое подтверждение доказанных утверждений.

Методологические основы: в качестве основного источника в на-

стоящей работе используется статья B. Malakooti и Y. Zhou «Approximating

polynomial functions by Feedforward Artificial Neural Networks: Capacity analysis

and design» [6], в которой приводятся доказательство теоремы о взаимосвязи

между количеством нейронов скрытого слоя ИНС и степенью приближаемого

ей многочлена, а также алгоритм построения такой нейронной сети.

Теоретическая значимость бакалаврской работы: в то время как
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в [6] рассматривалась ИНС с сигмоидальной функцией активации, в насто-

ящей работе представлены результаты исследования применимости для ре-

шения той же задачи функции softplus, для которой в разделах 1.3 и 1.4

соответственно приводятся аналогичные доказательство справедливости вы-

шеуказанной теоремы и алгоритм построения нейронной сети. Затем в разде-

ле 2 подробно описывается способ реализации самой ИНС и двух алгоритмов

вычисления ее весов — итерационного и однопроходного, результаты выпол-

нения которых используются для подтверждения доказанных утверждений

на практике.

Структура и объём работы: бакалаврская работа состоит из введе-

ния, двух разделов, заключения, списка использованных источников и шести

приложений. Общий объем работы— 52 страницы, из них 33 страницы— ос-

новное содержание, включая 11 рисунков, бумажный носитель в качестве

приложения, список использованных источников информации— 23 наимено-

вания.
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1 Формирование теоретической основы

1.1 Основные свойства функции softplus

Функция softplus имеет следующий вид [1]:

𝜙(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑥).

Данная функция является гладкой, в отличие от ReLU [7], которую она ап-

проксимирует, что означает существование непрерывной производной softplus

на всем ее множестве определения, а это, в свою очередь, является очень

важной особенностью, учитываемой при проектировании любой ИНС [8, 9].

Сравнение поведения двух функций вблизи начала координат представлено

на рис. 1.

Рисунок 1 – Сравнение графиков функций ReLU и softplus

1.2 Архитектура рассматриваемой ИНС

Рассмотрим ИНС, представленную на рис. 2. Данная ИНС обладает

свойством полносвязности [8] и состоит из трех слоев — входного, скрытого

и выходного соответственно.

Рассмотрим каждый из слоев более подробно:

— входной слой представлен одним сенсорным [8] нейроном, предназна-

ченным для передачи без изменения получаемого сигнала 𝑥 во все ис-

ходящие связи;
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Рисунок 2 – Общий вид рассматриваемой ИНС

— скрытый слой содержит 𝑁 вычислительных нейронов, комбинирован-

ный вход 𝑛𝑗 каждого из которых выражается следующим равенством:

𝑛𝑗 = 𝑛𝑗(𝑥) = 𝑥𝑤𝑗 + 𝜃𝑗,

где 𝑗 —номер нейрона, 𝜃𝑗 — его пороговое значение, а 𝑤𝑗 — вес связи со

входным узлом. Также внутри каждого скрытого нейрона используется

активационная функция softplus (далее 𝜙𝑗), формирующая его выход-

ное значение:

𝜙𝑗 = 𝜙𝑗(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑛𝑗(𝑥));

— выходной слой состоит из единственного нейрона, не имеющего актива-

ционной функции, который производит на выход значение 𝑦, представ-

ляющее собой ответ ИНС на входной сигнал:

𝑦 = 𝐹 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝜙𝑗(𝑥).

В настоящей работе ИНС с вышеописанной архитектурой будет исполь-

зоваться для приближения многочленов, определяемых следующим выраже-

нием:

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
2 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑥

𝑟,
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где 𝑎𝑖, 𝑖 = 0, 𝑟—коэффициенты многочлена, а 𝑟— его степень.

1.3 Исследование применимости функции softplus

На основе идей из статьи [6], а также некоторых разъяснений из [10],

в ходе настоящей работы были доказаны следующие набор лемм и теорема

для случая использования функции softplus в качестве активационной.

Лемма 1. Производная порядка 𝑠 функции 𝐹 (𝑥) может быть представлена

следующим образом:

𝑑𝑠𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥𝑠
=

𝑁∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑤
𝑠
𝑗𝑄𝑠(𝜓𝑘𝑗),

где

𝑘 = 𝑘(𝑠) =

{︃
1, 𝑠 > 0,

0, 𝑠 = 0,

функция 𝜓𝑘𝑗 имеет вид

𝜓𝑘𝑗 = 𝜓𝑘𝑗(𝑥) =

{︃
𝜎𝑗(𝑥), 𝑘 = 1,

𝜙𝑗(𝑥), 𝑘 = 0,

где 𝜎𝑗(𝑥) =
𝜙′
𝑗(𝑥)

𝑤𝑗
, a 𝑄𝑠(𝜓𝑘𝑗) выражается равенством

𝑄𝑠(𝜓𝑘𝑗) =

{︃
𝜓𝑘𝑗(1− 𝜓𝑘𝑗)

𝑑𝑄𝑠−1(𝜓𝑘𝑗)
𝑑𝜓𝑘𝑗

, для 𝑠 = 2, 3, . . . ,

𝜓𝑘𝑗, для 𝑠 = 0, 1.

Примечание. Пусть 𝑑𝑠𝐹 (𝑥)
𝑑𝑥𝑠 = 𝑑𝑠𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑠 при 𝑥 = 0.

Поскольку в точке 𝑥 = 0 справедливо равенство 𝑑𝑠𝑓(𝑥)
𝑑𝑥𝑠 = 𝑠!𝑎𝑠, 𝑠 = 0, 𝑟,

то мы получаем следующее матричное выражение:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑄0(𝜓
0
01) 𝑄0(𝜓

0
02) . . . 𝑄0(𝜓

0
0𝑁)

𝑄1(𝜓
0
11)𝑤1 𝑄1(𝜓

0
12)𝑤2 . . . 𝑄1(𝜓

0
1𝑁)𝑤𝑁

... ... . . . ...

𝑄𝑟(𝜓
0
11)𝑤

𝑟
1 𝑄𝑟(𝜓

0
12)𝑤

𝑟
2 . . . 𝑄𝑟(𝜓

0
1𝑁)𝑤

𝑟
𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
Ω

·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐1

𝑐2
...

𝑐𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑐

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0

1!𝑎1
...

𝑟!𝑎𝑟

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑎

, (1)

7



где 𝜓0
𝑘𝑗 = 𝜓𝑘𝑗(0), 𝑘 = 0, 1, 𝑗 = 1, 𝑁 , а само выражение (1) можно представить

в следующем виде:

Ω𝑐 = 𝑎,

где Ω—крайняя левая матрица, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑁)
𝑇 , 𝑎 = (𝑎0, 1!𝑎1, . . . , 𝑟!𝑎𝑟).

Лемма 2. Если 𝑁 = 𝑟 + 1, то матрица Ω является невырожденной по

крайней мере для одного набора 𝜓0
𝑘𝑗, 𝑘 = 0, 1, 𝑗 = 1, 𝑁 , если 𝑤𝑗 ̸= 𝑤𝑙 при

𝑗 ̸= 𝑙 для 𝑗, 𝑙 = 1, 𝑁 .

Лемма 3. Для каждого параметра 𝑐𝑗 из выражения (1) справедливо следу-

ющее неравенство:

|𝑐𝑗| 6 𝑣max𝑞max

𝑟∑︁

𝑖=0

|𝑖!𝑎𝑖|𝛿−𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁,

где 𝑣max —положительное число, зависящее от 𝑁 и 𝑟, 𝑞max —положитель-

ное число, зависящее от пороговых значений скрытых узлов, а 𝛿 выбрана

таким образом, что 𝑤𝑗 = (𝑗 − 1)𝛿 при 𝛿 > 0.

На основе утверждений, полученных в леммах 1–3, была сформулиро-

вана и доказана теорема, позволяющая оценить емкость ИНС, под которой

понимается наибольшая степень многочленов, приближаемых данной нейрон-

ной сетью с наперед заданной точностью.

Теорема 1 (О емкости ИНС). Однослойная ИНС с 𝑁 > 0 скрытыми ней-

ронами может приближать любой многочлен 𝑓(𝑥) степени 𝑁 − 1 с любой

точностью при |𝑥| < 𝑥max. Т.е. ИНС может принять такую описывающую

ее функцию 𝐹 (𝑥), что |𝐹 (𝑥)−𝑓(𝑥)| < 𝜀, где 𝜀—требуемая верхняя граница

ошибки приближения.

1.4 Алгоритм вычисления весов ИНС

Результаты из приведенных выше утверждений могут быть использо-

ваны для построения алгоритма вычисления весов ИНС, приближающей за-

данный многочлен.

Алгоритм вычисления весов ИНС принимает на вход следующие па-

раметры:
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— список коэффициентов 𝑎𝑖, 𝑖 = 0, 𝑟 приближаемого многочлена, где 𝑟—

его степень;

— значение требуемой верхней границы 𝜀 ошибки приближения;

— максимальная по модулю граница 𝑥max отрезка, на котором осуществ-

ляется приближение;

— шаг 𝑑 поиска подходящего порогового значения нейронов скрытого слоя.

Алгоритм вычисления весов ИНС

1. Согласно теореме 1 задать количество 𝑁 нейронов скрытого слоя рав-

ным 𝑟 + 1.

2. Выбрать пороговое значение 𝜃 скрытых нейронов и вычислить значения

функции 𝜓0
𝑘, 𝑘 = 0, 1, определенной в лемме 3.

3. Вычислить значения 𝑄𝑠(𝜓
0
𝑘), 𝑠 = 0, 𝑟 из леммы 3. Если хотя бы одно из

получившихся значений равно нулю, то взять новое пороговое значение

𝜃 = 𝜃 + 𝑑 и повторить данный шаг.

4. Вычислить значения 𝑣max и 𝑞max, определенные в лемме 3.

5. Вычислить значение 𝑀 , определенное в теореме 1.

6. Задать значение 𝛿 = 𝜀
𝑀+1 и вычислить веса 𝑤𝑗 = (𝑗 − 1)𝛿, 𝑗 = 1, 𝑁 .

7. Вычислить веса 𝑐𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 , используя уравнение 1, таким образом,

𝑐 = Ω−1𝑎.

1.5 Итерационный алгоритм обучения ИНС

В настоящее время одним из самых популярных методов обучения ИНС

является алгоритм обратного распространения ошибки [8], основная идея

которого заключается в применении итерационного процесса, на каждом ша-

ге которого производится вычисление градиента, используемого для коррек-

ции весов нейронной сети с целью минимизации ошибки ее работы.

В настоящей работе данный метод используется в режиме реализации

стохастического градиентного спуска, при котором изменение весов произ-

водится для каждого экземпляра обучающей выборки. Выбор обусловлен

тем, что такая реализация, по сравнению со своим пакетным вариантом, в

общем случае позволяет добиться большей точности. Более подробно с алго-

ритмом обратного распространения ошибки можно ознакомиться в [8].
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2 Реализация ИНС

2.1 Используемые инструменты

Для реализации описанной выше ИНС был выбран язык программи-

рования Python версии 3 [15], поскольку он является высокоуровневым, про-

стым и минималистичным, что позволяет сосредоточиться на решении зада-

чи, а не на самом языке и особенностях используемой платформы.

К тому же, для языка Python существует множество готовых инстру-

ментов и библиотек, позволяющих быстро производить математические опе-

рации, а также осуществлять визуализацию имеющихся данных.

Таким образом, в настоящей работе вместе с собственными реализован-

ными классами используются следующие модули:

— sys [16], обеспечивающий доступ к некоторым системным переменным

и функциям;

— random [17], предоставляющий функции для генерации случайных чи-

сел;

— math [18], предназначенный для работы с числами и содержащий мно-

жество констант;

— библиотека NumPy [19], позволяющая эффективно работать с многомер-

ными матрицами;

— библиотека Matplotlib [20], с помощью которой можно визуализиро-

вать данные в виде графиков.

2.2 Реализованные классы

Вся совокупность операций с ИНС, рассмотренной в разделе 1.2, была

реализована в виде системы следующих классов:

— класс NeuralNetwork— описывает ИНС, предназначенную для прибли-

жения многочленов;

— класс PolyDataManager—предназначен для работы с тестовыми и тре-

нировочными наборами данных, а также для визуализации результатов;

— класс NNTester—используется для тестирования ИНС;

— класс NNPolyTeacher—инкапсулирует итерационный алгоритм из раз-

дела 1.5 и предназначен для управления процессом обучения ИНС, при-

ближающей некоторый многочлен, заданный набором дискретных за-

чений;

10



— класс NNPolyBuilder—инкапсулирует однопроходный алгоритм из раз-

дела 1.4 и предназначен для формирования сети, приближающей с ука-

занной точностью известный многочлен, заданный своими коэффици-

ентами.

2.3 Запуск обучения и тестирования

Перейдем к обзору результатов работы описанных классов, начнем с

NNPolyTeacher. Для примера в качестве приближаемого многочлена возь-

мем функцию 𝑓(𝑥) = 1− 15𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3, график которой представляет собой

кубическую параболу. Будем рассматривать эту функцию на отрезке [−5, 5],

используя 30 случайно выбранных точек для обучения ИНС и 100 после-

довательных точек для проверки. Согласно доказанной в разделе 1.3 теоре-

ме 1, оптимальным количеством 𝑛 скрытых нейронов для такой сети будет

𝑛 = 𝑟 + 1, где 𝑟— степень рассматриваемого многочлена.

В результате работы класса NNPolyTeacher должен построиться гра-

фик, схожий с тем, что представлен на рис. 3.

Рисунок 3 – Результат работы ИНС на тестовой выборке после процесса обучения, где

𝑓(𝑥) = 1− 15𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 —приближаемый многочлен, 𝑛𝑛(𝑥)—функция, построенная

ИНС. Результаты ошибок:

min ≈ 0.008, max ≈ 3.06, avg ≈ 0.55

Скорость и качество процесса обучения, в зависимости от начальных

значений весовых коэффициентов, распределения тренировочных данных,
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результатов осуществления градиентного спуска, погрешности округлений и

прочих влияющих на него факторов, при разных запусках всегда отличают-

ся, однако в общем случае, прежде чем выдать результат, представленный на

рис. 3, ИНС от эпохи к эпохе последовательно проходит состояния, отобра-

женные на рис. 4 и 5 соответственно.

Рисунок 4 – Производительность ИНС на начальных эпохах

Рисунок 5 – Производительность ИНС на средних эпохах

Таким образом, результаты, представленные на рис. 3–5 демонстриру-

ют жизнеспособность такого подхода к построению ИНС для приближения

многочленов.

2.4 Запуск вычисления весов и тестирования

Теперь перейдем к рассмотрению результатов работы класса NNPolyBuilder.

Как и в разделе 2.3, в качестве приближаемого многочлена будем использо-

вать функцию 𝑓(𝑥) = 1− 15𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 на отрезке [−5, 5], рассматривая 100
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последовательных точек для проверки. В качестве верхней границы ошибки

возьмем значение 𝜀 = 0.05.

В результате работы класса NNPolyBuilder должен построиться гра-

фик, представленный на рис. 6. В данном случае максимальная ошибка по-

строенной ИНС составляет ≈ 0.01, что удовлетворяет заданному требованию.

Рисунок 6 – Результат работы ИНС на тестовой выборке после процесса вычисления

весов, где 𝑓(𝑥) = 1− 15𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 —приближаемый многочлен, 𝑛𝑛(𝑥)—функция,

построенная ИНС. Результаты ошибок:

min ≈ 8.17𝑒−6, max ≈ 0.01, avg ≈ 0.003

Как следует из результатов, представленных на рис. 3 и 6, в случае из-

вестных степени и коэффициентов приближаемого многочлена, способ прямо-

го вычисления весов ИНС в общем случае справляется с задачей значитель-

но лучше, чем его итерационный аналог, если в качестве критерия оценки

рассматривать затраченное на построение готовой сети время и полученную

точность. Однако на практике далеко не всегда известны параметры прибли-

жаемой функции, поэтому способ последовательного обучения ИНС своей

актуальности ничуть не теряет.

Таким образом, вышеприведенные результаты подтверждают справед-

ливость алгоритма, полученного в разделе 1.4, а также демонстрируют его

практическую применимость.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе настоящей работы была доказана справедливость теоремы о вза-

имосвязи между количеством нейронов скрытого слоя трехслойной ИНС пря-

мого распространения и степенью приближаемого ей многочлена в случае

применения активационной функции softplus, а также были продемонстри-

рованы результаты работы реализованных ИНС и двух алгоритмов вычисле-

ния ее весов, подтверждающие полученные теоретические выводы на прак-

тике.

Таким образом, представленные в данной работе результаты могут по-

служить основой для дальнейшего исследования активационной функции

softplus, например, в контексте популярного в последнее время «глубоко-

го обучения» [22] многослойных нейронных сетей, при котором существует

проблема т.н. «затухающих градиентов» (vanishing gradients), наиболее свой-

ственная сигмоиде, в связи с чем часто отдается предпочтение softplus [23].
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