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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå ïî÷òè êîíòàêòíûõ Áè-

ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ïðîäîëæåííûõ ñòðóêòóð) ìîòèâèðóåòñÿ ïðè-

ëîæåíèÿìè â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è â ìåõàíèêå ñî ñâÿçÿìè. Ãåîìåòðèþ

ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ Áè-ìåòðèêîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ãåîìåòðèè ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé â ñëó÷àå íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè. Àíàëîãîì ëèôòà ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ñòðóêòóð íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

äàííîé ðàáîòû � ïðîäîëæåííûå ñòðóêòóðû. Ñàìà èäåÿ ïðîäîëæåíèÿ ïî÷òè

êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì àïïàðàòà ñâÿçíîñòåé íàä

ðàñïðåäåëåíèåì è ïðîäîëæåííûõ ñâÿçíîñòåé1. Ïîýòîìó â ñîâðåìåííîì

íàó÷íîì ìèðå äàííûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ êàê

â Ðîññèè, òàê è çà ðóáåæîì2,3.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðè-

íàäëåæíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà êàæäîìó èç îäèííàäöàòè áà-

çîâûõ êëàññîâ êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî,

àññîöèèðîâàííîãî ñ Áè-ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3). Äî-

ñòèæåíèå ïîñòàâëåííîé öåëè ïîòðåáîâàëî ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

1. Ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ïî÷òè êîíòàêòíûõ Áè-ìåòðè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé, èññëåäîâàòü ñâîéñòâà Áè-ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

2. Èçó÷èòü ñëó÷àé ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåíóëåâûì òåíçîðîì êðè-

âèçíû Ñõîóòåíà è ðàâíîé íóëþ ïðîèçâîäíîé Ëè L~ξg. Ðàññìîòðåòü ôîðìóëè-

ðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ïðèíàäëåæíîñòè êëàññàì êëàññèôèêàöèè

1 Ãàëàåâ, Ñ. Â. Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå N-

ïðîäîëæåííîé ñâÿçíîñòüþ / Ñ. Â. Ãàëàåâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè ÑÂÔÓ. � 2015. �

Ò. 22, �1. � Ñ. 25�34.

2 Manev, M. Contactly conformal transformations of general type of almost contact

manifolds with B-metric. Applications / M. Manev // Math. Balkanica (N.S.). � 1997. � 11(3-4).

� P. 347�357.

3 Manev, H. Lie groups as 3-dimensional almost contact B-metric manifolds / H. Manev,

D. Mekerov // J. Geom.. � 2015. � Vol. 106. � P. 229�242.
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ïðîäîëæåííûõ ïî÷òè êîíòàêòíûõ Áè-ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñóáðèìàíîâûì ñòðóêòóðàì ñ ðàâíûì íóëþ è ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ èíâà-

ðèàíòîì ω = dη 4.

3. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü âûâîä êëàññèôèêàöèè ïðîäîëæåííûõ ñòðóê-

òóð, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî, àññîöèèðîâàííîãî ñ Áè-

ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3) 5.

4. Ââåñòè â ðàññìîòðåíèå Áè-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñïåöèàëüíîãî âè-

äà, âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû ïîëÿ F â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ äàííî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü

ìíîãîîáðàçèÿ êàæäîìó èç îäèíàäöàòè áàçîâûõ êëàññîâ, ñîîòâåòñòâåòñòâóþ-

ùèõ êëàññèôèêàöèè Áè-ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóí-

äàìåíòàëüíîãî, àññîöèèðîâàííîãî ñ Áè-ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F

òèïà (0, 3). Âûâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû.

Îïèñàíèå ñòðóêòóðû ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îïðåäåëå-

íèé, ïÿòè ðàçäåëîâ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ñîäåðæàùåãî 26 íà-

èìåíîâàíèé, ïðèëîæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîãðàììíûé êîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñêîáîê Ëè. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 53 ñòðàíèöû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çà-

êëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè Áè-ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñïåöèàëüíîãî âè-

äà íà ïðåäìåò ïðèíàäëåæíîñòè îäèíàäöàòè áàçîâûì êëàññàì êëàññèôèêà-

öèè, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî, àññîöèèðîâàííîãî ñ Áè-

ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3).

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Âûâîä äâóõ òåîðåì î ïðèíàäëåæ-

íîñòè B-ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà îäèíàäöàòè áàçîâûì

êëàññàì êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî, àññî-

öèèðîâàííîãî ñ Áè-ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3).

4 Ãàëàåâ, Ñ. Â. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîäîëæåííûõ Áè-ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ðàñïðå-

äåëåíèÿõ íåíóëåâîé êðèâèçíû ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé / Ñ. Â. Ãàëàåâ // Èçâåñòèÿ

Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íîâàÿ ñåðèÿ. Ñåðèÿ. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.

� 2018. � Ò. 18, � 3. � Ñ. 263�273.

5 Ganchev, G. Almost contact manifolds with B-metric. / G. Ganchev, V. Mihova, K.

Gribachev // Math. Balkanica (N.S.). � 1993. � �7(3-4). � P. 261�276.
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Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëîâ ðàáîòû. Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáî-

òà ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå ½Îïðåäåëåíèÿ� ââîäÿòñÿ îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà ðà-

áîòû. Ïåðâûé ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â òåîðèþ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè

ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ êîíòàêòíîãî òèïà6. Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ â

ðàññìîòðåíèå ïî÷òè êîíòàêòíûå Áè-ìåòðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Òðåòèé ðàç-

äåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïîäðîáíîãî âûâîäà êëàññèôèêàöèè Áè-ìåòðè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî, àññîöèèðîâàííî-

ãî ñ Áè-ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3). Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå

ðàññìàòðèâàåòñÿ Áè-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñïåöèàëüíîãî âèäà, äëÿ êî-

òîðîãî ñàìîñòîÿòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà F â àäàïòèðî-

âàííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïðèíàäëåæíîñòè

äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ îäèííàäöàòè áàçîâûì êëàññàì ðàññìàòðèâàåìîé êëàñ-

ñèôèêàöèè íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äàííûõ î êîìïîíåíòàõ

òåíçîðà F .

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïîä ñóáðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì êîíòàêòíîãî òèïà ïîíèìàåòñÿ ãëàä-

êîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ñ çàäàííîé íà íåì ñóáðèìàíîâîé ñòðóê-

òóðîé (M, ~ξ, η, g,D), ãäå: η− 1-ôîðìà, ïîðîæäàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå D :

D = ker(η); ξ− âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäàþùåå îñíàùåíèå D⊥ ðàñïðåäåëåíèÿ

D : D⊥ = span(~ξ); g− ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè M , îòíîñèòåëüíî

êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ D è D⊥ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Ïðè ýòîì âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà η(~ξ) = 1, g(~ξ, ~ξ) = 1

Âûäåëèì äâåíàäöàòü êëàññîâ ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûì ñî-

îòâåòñòâóþò äâåíàäöàòü êëàññîâ ïðîäîëæåííûõ Áè-ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð è

èçó÷èì êëàññû, ñîñòîÿùèå èç ìíîãîîáðàçèé ñ íóëåâûì èíâàðèàíòîì C =
1
2L~ξg, íî ñ íåíóëåâûì èíâàðèàíòîì R.

6 Manev, M. Natural connections with torsion expressed by the metric tensors on almost

contact manifolds with B-metric / M. Manev, M. Ivanova // Plovdiv Univ. Sci. Works � Math.

� 2011. � Vol. 38(3). � P. 47�58.
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ÏóñòüM− ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ñ çàäàííîé íà íåì ñóáðè-

ìàíîâîé ñòðóêòóðîé (M, ~ξ, η, g,D), ãäå η− 1-ôîðìà è ξ− åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå, ïîðîæäàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, îðòîãîíàëüíûå ìåæäó ñîáîé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ D⊥ è D.

Âíóòðåííåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ∇ íà ñóáðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè íàçû-

âàåòñÿ îòîáðàæåíèå∇ : Γ(D)×Γ(D) −→ Γ(D), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1.∇f1~x+f2~y = f1∇~x + f2∇~y,

2.∇~xf~y = (~xf)~y + f∇~x~y,

3.∇~x(~y + ~z) = ∇~x~y +∇~x~z,

ãäå Γ(D)− ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé, â êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæàùèõ ðàñïðå-

äåëåíèþ D, íàçûâàåìûé ìîäóëåì äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ Âàã-

íåðîì êàê ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâàM , êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàëëåëü-

íîãî ïåðåíåñåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ è îò îñíàùåíèÿ D⊥.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. (2n+ 1) � ìåðíîå âåùåñòâåííîå äèôôåðåíöèðóåìîå

ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ (ϕ, ξ, η) - ñòðóêòóðîé èëè ïî÷òè êîíòàêòíîé

ñòðóêòóðîé, åñëè îíî äîïóñêàåò òåíçîðíîå ïîëå ϕ òèïà (1, 1), âåêòîðíîå ïîëå

ξ è 1-ôîðìó η, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: η(ξ) = 1, ϕ2 =

I + η ⊗ ξ, ãäå I îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü M− ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íå÷åòíîé ðàçìåð-

íîñòè n = 2m + 1, m ≥ 1 ñ çàäàííîé íà íåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé

(M, ~ξ, η, ϕ,D), ãäå ϕ � òåíçîð òèïà (1, 1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäî-

ìîðôèçìîì, ~ξ � âåêòîð, íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è η � êîâåêòîð,

íàçûâàåìûé êîíòàêòíîé ôîðìîé, òàêèå ÷òî

ϕ~ξ = ~0,

ϕ2 = −I + η ⊗ ~ξ,

η ◦ ϕ = 0,

η(~ξ) = 1.
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Åñëè ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà (M, ~ξ, η, ϕ,D) ñîãëàñîâàíà ñ ïñåâäîðè-

ìàíîâîé ìåòðèêîé g òàêèì îáðàçîì, ÷òî g(ϕX,ϕY ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y ),

ãäå X, Y ∈ (TM), ãäå (TM) � ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè

M , òî ñòðóêòóðà (M, ~ξ, η, ϕ, g,D) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé

ñ Áè-ìåòðèêîé èëè Áè-ìåòðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Òåíçîðíîå ïîëå F (~x, ~y, ~z) = g((∇~xϕ)~y, ~z) òèïà (0, 3), ãäå ∇− ñâÿçíîñòü

Ëåâè-×èâèòà, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì òåíçîðíûì ïîëåì, àññîöèèðîâàí-

íûì ñî ñòðóêòóðîé Áè-ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðîå-

íèÿ ïîëÿ F âûäåëÿþò îäèíàäöàòü áàçèñíûõ êëàññîâ ïî÷òè êîíòàêòíûõ ñòðóê-

òóð ñ Áè-ìåòðèêîé:

F1 : F (x, y, z) = 1
2n{g(x, ϕy)θ(ϕz) + g(x, ϕz)θ(ϕy)−

−g(ϕx, ϕy)θ(hz)− g(ϕx, ϕz)θ(hy)};

F2 : F (ξ, y, z) = F (x, ξ, z) = 0,

F (x, y, ϕz) + F (y, z, ϕx) + F (z, x, ϕy) = 0; θ = 0,

F3 : F (ξ, y, z) = F (x, ξ, z) = 0,

F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0,

F4 : F (x, y, z) = −θ(ξ)
2n {η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)} ,

F5 : F (x, y, z) = −θ∗(ξ)
2n {η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)} ,

F6 : F (x, y, z) = −F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz) =

= −F (y, z, x) + F (z, x, y)− 2F (ϕx, ϕy, z),

θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0,

F7 : F (x, y, z) = −F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz) =

= −F (y, z, x)− F (z, x, y),
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F8 : F (x, y, z) = +F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz) =

= −F (y, z, x) + F (z, x, y) + 2F (ϕx, ϕy, z),

F9 : F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz) =

= −F (y, z, x)− F (z, x, y),

F10 : F (x, y, z) = η(x)F (ξ, ϕy, ϕz),

F11 : F (x, y, z) = η(x){η(y)ω(z) + η(z)ω(y)}.
Ìíîãîîáðàçèÿ, âõîäÿùèå âî âñå îäèííàäöàòü êëàññîâ êëàññèôèêàöèè, ÿâ-

ëÿþòñÿ êîñèìïëåêòè÷åñêèìè B-ìåòðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Êëàññ F0 ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ B-ìåòðèêîé îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé F (x, y, z) = 0. Ýòîò ñïåöèàëüíûé êëàññ ïðèíàäëåæèò êàæäîìó

èç îïðåäåëåííûõ êëàññîâ.

Ïóñòü, äàëåå D− ðàñïðåäåëåíèå ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ êîíòàêòíîãî

òèïà. Âåêòîðíûå ïîëÿ

(
~εa = ∂a − Γna∂n − Γbacx

n+c∂n+b,∂n,∂n+a

)
= (Ai)

îïðåäåëÿþò íà ðàñïðåäåëåíèè D êàê íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íåãîëîíîìíîå

(àäàïòèðîâàííîå) ïîëå áàçèñîâ, à ôîðìû

(
dxa,Θn = dxa + Γnadx

a,Θn+a = dxn+a + Γabcx
n+cdxb

)
� ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå êîáàçèñîâ.

Â ñèëó äàííûõ òîæäåñòâ, âåðíû ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ:

[~εa,~εb] = 2ωba∂n + xn+dRc
bad∂n+c,

[~ε, ∂n] = xn+d∂nΓ
c
ad∂n+c,

[~εa, ∂n+b] = c
ab∂n+c,
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ãäå Rc
bad � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ñõîóòåíà â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ:

Rd
abc = 2~e[aΓdb ]c

+ 2Γd[a||e||Γ
e
b]c.

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè D ïî÷òè êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó(
D̃, J, ~u, λ = η ◦ π∗, D

)
,

ïîëàãàÿ J~xh = ~xv, J~xv = −~xh. Çäåñü π : D −→M � åäèíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè M ìåòðèêó g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g̃(~xh, ~yh) = −g̃(~xv, ~yv) = g(~xh, ~y),

g̃(~xh, ~yv) = g̃(~xh, ~u) = g̃(~xv, ~u) = 0.

Ïðåäëîæåíèå. Ñòðóêòóðà
(
D̃, J, ~u, λ = η ◦ π∗, g̃, D

)
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîí-

òàêòíîé ñòðóêòóðîé ñ Áè-ìåòðèêîé.

Çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî òåíçîðà ïðîäîëæåííîé ñòðóêòóðû

F (~x, ~y, ~z)

çàâèñÿò îò êëàññà èñõîäíîãî ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-

äîìó êëàññó ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé êëàññ èç:

Φ0,Φ1, . . . ,Φ11

êëàññîâ Áè-ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïðîäîëæåííîé ñòðóêòóðîé.

Ïóñòü M � ñóáðèìàíîâî ìíîãîáðàçèå, ïðèíàäëåæàùåå êëàññó Φ1. Äàííîå

ìíîãîîáðàçèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì åäèíñòâåííîãî íåíóëåâîãî âíóòðåí-

íåãî èíâàðèàíòà � òåíçîðà êðèâèçíû Ñõîóòåíà.

Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé òåîðåìû îòîáðàæåíû ñâÿçè ìåæäó îïèñàí-

íûìè âûøå êëàññèôèêàöèÿìè Áè-ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 1.2.6. ÏóñòüM � ñóáðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà âñÿêàÿ ïðî-

äîëæåííàÿ Áè-ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó Φ1, ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó: F1 ⊕ F2 ⊕ F3.
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Ïðåäëîæåíèå. Òåíçîð R(~x, ~y, ~z, ~u) êðèâèçíû Ñõîóòåíà ñóáðèìàíîâà êîí-

òàêòíîãî òèïà óäîâëåòâîðÿåò ñëeäóþùèì óñëîâèÿì:

R(~x, ~y, ~z, ~u) +R(~y, ~x, ~z, ~u) = 0,

Σ(~x,~y,~z) {R(~x, ~y, ~z, ~u)} = 0,

ãäå ~x, ~y, ~z, ~u ∈ Γ(D).

Òåîðåìà 1.2.7. ÏóñòüM � ñóáðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà âñÿêàÿ ïðî-

äîëæåííàÿ Áè-ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó Φ3, ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó:

F1 ⊕ F2 ⊕ F3 ⊕ F7 ⊕ ...⊕ F10.

Ïóñòü M - ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé íà íåì ïî÷òè

êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé

(M, ξ, η, ϕ,D),

ãäå ϕ � òåíçîð òèïà (1, 1), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì, ξ è η

� âåêòîð è êîâåêòîð, íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðóêòóðíûì âåêòîðîì è

êîíòàêòíîé ôîðìîé òàêèå, ÷òî

η(ξ) = 1,

ϕ2 = I + η ⊗ ξ

Ïðè ýòîì ξ ∈ Kerω, ãäå ω = dη.

Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå

D = {X ∈ TM : η(X) = 0} = Kerη

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû.

Êàðòà

k(xi)(i, j, k = 1, 2, 3; a, b, c = 1, 2)

ìíîãîîáðàçèÿM ÿâëÿåòñÿ àäàïòèðîâàííîé ê ðàñïðåäåëåíèþ D, åñëè ∂n = ξ .

Ïóñòü P : TM → D � ïðîåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàçëîæåíèåì TM = D ⊕
D⊥, è k(xα) � àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà.
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Âåêòîðíûå ïîëÿ P (∂a) = ~ea = ∂a − Γna∂n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è â îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòû ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå D : D =

Span(~ea).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì íà ìíîãîîáðàçèè M íåãîëîíîìíîå ïîëå áàçèñîâ

(~ea) = (~ea, ∂n) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîëå êîáàçèñîâ (dxa, η = θn = dxn +

Γnadx
a).

Äëÿ âåêòîðîâ äàííîãî áàçèñà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: [~ea, ~eb] = 2ωba∂n.

Ïîñêîëüêó áàçèñ ~ea = ∂a − Γna∂n îïðåäåë¼í àäàïòèðîâàííîé êàðòîé, òî

îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ àäàïòèðîâàííûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂nΓ
n
a = 0 [3].

Îïðåäåëèì äàëåå ñïåöèàëüíîå B-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Ïîëîæèì

~e1 = ∂1 − x2∂3

~e2 = ∂2

ξ = ∂3

Â ýòîì ñëó÷àå [~e1, ~e2] = ∂n, Dx =< ~e1, ~e2 > � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà.

Òàêèì îáðàçîì, ω12 = −1
2 . Áóäåì ñ÷èòàòü, äàëåå, ÷òî ϕ~e1 = ~e2, ϕ~e2 =

−~e1, ϕ∂3 = 0, η = dx3 + x2dx1, ãäå dx3, dx1 � ôîðìû, ñîïðÿæ¼ííûå ê áàçèñó

(∂1, ∂2, ∂3).

Îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñëåäóþùèì îáðàçîì

g11 = g(~e1, ~e1) = α(x) > 0,

g22 = g(~e1, ~e2) = −α(x),

g33 = g(∂3, ∂3) = 1,

ãäå α � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäàííàÿ ñòðóêòóðà ñïåöèàëüíîãî âèäà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

êîíòàêòíîé B-ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó âåêòîðû (~e1, ~e2, ∂3) � ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå η(ξ) = 1 è ðàâåíñòâî g(ϕX,ϕY ) =

−g(X, Y ) + η(X)η(Y ), îïðåäåëÿþùåå ìåòðèêó íà ïî÷òè êîíòàêòíîì B-
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ìåòðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñîãëàñóåòñÿ ñ òåíçîðîì ϕ, çàäàííûì êàê

ϕ~e1 = ~e2,

ϕ~e2 = −~e1,

ϕ∂3 = 0.

Ïóñòü Γ̃ijk � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà:

Γ̃cab = Γcab,

Γ̃3
ab = ωba −

1

2
∂3gab

Γ̃ba3 =
1

2
gbd∂3gad + gbcωac,

ãäå Γabc = 1
2g

ad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).
Âû÷èñëèì âñå êîýôôåöèåíòû Γabc, à çàòåì ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ ôóí-

äàìåíòàëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ F ñïåöèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ

ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ 27 êîìïîíåíò ïîëÿ F â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäè-

íàòàõ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû:

F (x, y, z) = g((∇xϕ), z),

∇aeb = Γcabec

∇aeb = Γ1
abe1 + Γ2

abe2 + Γ3
abe3

Âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò òåíçîðà F ïðèâåäåíû â èòîãå â Òàáëèöå

1.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû î

ïðèíàäëåæíîñòè ñïåöèàëüíîãî B-ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

~e1 = ∂1 − x2∂3

~e2 = ∂2

ξ = ∂3
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îäèíàäöàòè áàçîâûì êëàññàì êëàññèôèêàöèè.

Òåîðåìà 1.3.1. B-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå êàê

~e1 = ∂1 − x2∂3

~e2 = ∂2

ξ = ∂3

ïðèíàäëåæèò êëàññó F2 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè α.

Òåîðåìà 1.3.2. B-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå êàê

~e1 = ∂1 − x2∂3

~e2 = ∂2

ξ = ∂3

ïðèíàäëåæèò êëàññàì F1,F3,F4,F5,F6,F7,F8,F9,F10,F11 ïðè óñëîâèè, ÷òî

ôóíêöèÿ α ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, íå çàâèñÿùåé îò àðãóìåíòà x3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ ïî-

÷òè êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðåíû äâå êëàññèôèêàöèè ïðîäîëæåí-

íûõ ñòðóêòóð, îñîáîå âíèìåíèå ïðè ýòîì áûëî óäåëåíî âòîðîé êëàññèôè-

êàöèè, îñíîâàííîé íà ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî, àññîöèèðîâàííîãî ñ Áè-

ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òåíçîðà F òèïà (0, 3). Äëÿ äåòàëüíîãî àíàëèçà äàí-

íîé êëàññèôèêàöèè áûëî ââåäåíî ñïåöèàëüíîå B-ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,

äëÿ êîòîðîãî áûëè âû÷èñëåíû âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà, íà îñíîâàíèè êîòî-

ðûõ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äâå òåîðåìû î ïðèíàäëåæíîñòè äàííîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ îäèíàäöàòè áàçîâûì êëàññàì êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé.

12



Òàáëèöà 1 � Êîìïîíåíòû òåíçîðà F

1 F (e1, e2, ∂3)
1
2
dα
dx3

2 F (e1, e2, e2) −1
2
α
∂x2

1
α

∂x2

3 F (e1, ∂3, ∂3) 0
4 F (e1, ∂3, e2) 0

5 F (e1, e1, e1)
1
2

(
α
∂x1 − x

2 α
∂x3

) ( 1
α

∂x1 − x
2

1
α

∂x3

)
6 F (e1, e2, e1)

1
2

(
α
∂x1 − x

2 α
∂x3

) ( 1
α

∂x1 − x
2

1
α

∂x3

)
7 F (e1, ∂3, e1) 0
8 F (e1, e1, e2) 0
9 F (e1, e1, ∂3)

1
2

10 F (e2, e1, ∂3) −1
2

11 F (e2, ∂3, e1)
1
2
α
∂x3

1
α

∂x3

12 F (e2, e1, e1)
(
α
∂x1 − x

2 α
∂x3

) ( 1
α

∂x1 − x
2

1
α

∂x3

)
13 F (e2, ∂3, ∂3) 0

14 F (e2, e1, e2) −1
2
α
∂x2

1
α

∂x2

15 F (e2, e2, e1)
1
2
α
∂x2

1
α

∂x2

16 F (e2, e2, ∂3)
1
2

17 F (e2, e2, e2)
1
2

(
α
∂x1 − x

2 α
∂x3

) ( 1
α

∂x1 − x
2

1
α

∂x3

)
18 F (e2, ∂3, e2) 0
19 F (∂3, e1, e2) 0
20 F (∂3, e2, e1) 0
21 F (∂3, ∂3, e1) 0
22 F (∂3, ∂3, e2) 0
23 F (∂3, ∂3, ∂3) 0
24 F (∂3, e2, ∂3) 0
25 F (∂3, e1, ∂3) 0
26 F (∂3, e2, e2) 0
27 F (∂3, e1, e1) 0
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