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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ  

 

Актуальность. Одним из значимых достижений физической науки про-

шлого столетия является возникновение и становление теории детерминиро-

ванного хаоса. Это не завершѐнный ещѐ математический аппарат, описываю-

щий поведение детерминированных нелинейных динамических систем, кото-

рые, при определѐнных условиях, демонстрируют хаотическое поведение, обу-

словленное сильной чувствительностью системы к начальным условиям. Гово-

рят, что в таких системах имеет место явление динамического (детерминиро-

ванного) хаоса. Как следствие упомянутой чувствительности, поведение систе-

мы кажется случайным, даже если модель, описывающая систему, является де-

терминированной. Существует также такая область физики, как теория кванто-

вого хаоса, изучающая недетерминированные системы, подчиняющиеся зако-

нам квантовой механики. В современной литературе термин «хаотический» 

применяется к таким движениям в детерминированных физических и матема-

тических системах, траектории которых обнаруживают сильную зависимость 

от начальных условий. 

Другое свойство хаотических систем – потеря информации о начальных 

условиях. Предположим, что мы способны измерить координату с точностью 

∆v. Разделим теперь плоскость координата – скорость (называемую фазовой 

плоскостью) на ячейки площадью ∆x ∆v. Если начальные условия заданы с ко-

нечной точностью, то мы знаем, что система находится где-то в заштрихован-

ной области на фазовой плоскости. Но если система хаотична, то эта неопреде-

лѐнность со временем растѐт, увеличиваясь до размера 𝑁(𝑡) ячеек. Увеличение 

неопределѐнности, описываемое законом 𝑁 ~ 𝑁0 exp 𝑡 , является вторым ха-

рактерным свойством хаотических систем. 

Естественным для динамических систем с хаотическим поведением явля-

ется статистическое описание. Поскольку начальное состояние физической 

системы не может быть задано абсолютно точно (например, из-за ограничений 
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измерительных инструментов), то всегда приходится рассматривать некоторую 

(пусть и очень маленькую) область начальных значений. При движении в огра-

ниченной области пространства экспоненциальная расходимость с течением 

времени близких орбит приводит к перемешиванию начальных точек по всей 

области. После такого перемешивания бессмысленно говорить о координате 

частицы, но можно найти вероятность еѐ нахождения в некоторой точке. 

Традиционно одномерные отображения исследуют в рамках операторного 

подхода, реализующего вероятное описание хаотических систем. Р 

Распространение операторного описания на двумерные отображения и яв-

ляется целью данной работы. 

В задачи работы входят: 

1) описание операторного метода исследования хаотических отображе-

ний, свойств оператора Перрона-Фробениуса (ОПФ); 

2) обзор двумерных хаотических отображений; 

3) вывод интегрального вида ОПФ для двумерного случая 

4) анализ возможностей перехода от интегральной записи к функцио-

нальным уравнениям  

 

Структура и объем работы. Выпускная квалификационная работа изло-

жена на 42 страницах, состоит из введения, 3 разделов и заключения. Библио-

графический список включает 22 наименования. Текст с иллюстрирован 14 ри-

сунками. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

В главе 1 описывается операторный метод исследования одномерных 

хаотических отображений на основе ассоциированного с отображением 

оператора Перрона-Фробениуса.  

 В главе 2 приводятся некоторые типы известных двумерных хаотических 

отображений – ображения Энона и отображения «подкова», отображения 

Заславского, стандартного отображения, кубического отображения (Холмса), 

отображения Икеды, отображение пекаря. 

В главе 3 формулируются уравнения и оператор Перрона_Фробениуса 

для четырех возможных случаев записи оператора Перрона фробениуса.  

Двумерные отображения можно рассматривать как модельные динамиче-

ские системы, состояние которых характеризуется двумя скалярными перемен-

ными x и y – фазовое пространство этой динамической системы двумерно. Ото-

бражение переводит одни точки фазовой плоскости в другие с помощью неко-

торого преобразования. Будем рассматривать отображения, определѐнные на 

единичном квадрате (рисунок 1): 

𝑄
𝐹
 𝑄 

 

Рисунок 3.1 – Визуализация двумерного отображения. 
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Оператор эволюции может быть задан разными способами. Преобразова-

ние каждой из координат фазовой плоскости может зависеть как от своего пре-

дыдущего значения, так и от предыдущих значений других координат. Рас-

смотрим несколько случаев. 

Случай 1.  𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑔 𝑦𝑛  .  

Самый простой случай – преобразования координат не зависят одно от 

другого, а зависят только от предыдущего состояния. Другими словами, в каче-

стве отдельных компонент данных двумерных отображений используются од-

номерные отображения (двумерное фазовое пространство может быть пред-

ставлено произведением одномерных пространств). 

Простейший пример – когда оба преобразования одинаковы и являются 

сдвигами Бернулли – так называемое отображение «преломление хлебов»: 

 𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1 =   2𝑥𝑛 ,  2𝑦𝑛  .  

 

Случай 2.  𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛   

или  𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 ,𝑔 𝑦𝑛  . 
 

При вычислении следующего значения одной из координат учитывается не 

только еѐ предыдущее значение, но и предыдущее значение другой координаты 

– одно из преобразований зависит от другого. 

𝑔 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 = 𝑔 𝑓 𝑥𝑛−1 ,𝑦𝑛  

или 𝑓 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 = 𝑓 𝑥𝑛 ,𝑔 𝑦𝑛−1  . 

Самый известный пример – отображение пекаря. 

Случай 3. Почти та же ситуация, что и в предыдущем случае, за исключе-

нием того, что преобразования координат могут осуществляться по предыду-

щему значению «чужой» координаты: 

 𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑦𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛   

или  𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛  . 
 

Отображениями такого сорта являются отображение Энона (2.1), отобра-

жение Заславского, кубическое отображение. 
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Случай 4.  𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛  .  

При вычислении каждого из последующих значений координат учитыва-

ются предшествующие значения обеих координат – преобразования взаимосвя-

заны. 

 𝑓 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛  =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑔 𝑦𝑛−1  ,𝑔 𝑓 𝑥𝑛−1 ,𝑦𝑛  . 

К такого рода отображениям относится стандартное, а также отображение 

Икеды . 

 

Случай 5.  𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1 =  𝑓 𝑥𝑛 ,𝑦𝑛 ,𝑔 𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛  . ( 

При вычислении последующего состояния системы учитываются преды-

дущие значения обеих координат и, по одному из преобразований – текущее, 

только что вычисленное значение. 

Кроме разных способов получения последующего состояния системы, два 

измерения позволяют рассматривать связки разных типов одномерных преоб-

разований по координатам. Хаотическими могут быть как оба одномерных пре-

образования, так и только одно из них. Все эти различные случаи характеризу-

ются разными особенностями операторного описания отображений. 

 

Оператор Перрона-Фробениуса 

для различных типов двумерных отображений 

 Случай 1. Оператор имеет самый простой вид: 

𝜌𝑛+1 𝑥,𝑦 =   𝛿 𝑥 − 𝑓 𝑡  𝛿 𝑦 − 𝑔 𝜏  𝜌𝑛 𝑡, 𝜏 

1

0

1

0

𝑑𝑡𝑑𝜏,  

который можно сделать ещѐ проще, учитывая, что в случае независимых пре-

образований по координатным осям, координаты случайной точки  𝑋𝑛 ,𝑌𝑛  не-

зависимы, следовательно, двумерная плотность представляется просто произ-

ведением одномерных плотностей: 

𝜌 𝑥,𝑦 = 𝜌 𝑥 𝜌 𝑦 .  
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А это означает, что оператор для двумерной плотности в данном случае равен 

произведению действий операторов для одномерных плотностей: 

𝜌𝑛+1 𝑥,𝑦 = 𝑃𝜌𝑛 𝑥,𝑦 = 𝑃𝑥𝜌𝑛 𝑥 𝑃𝑦𝜌𝑛 𝑦 .  

Очевидно, что тоже справедливо и для собственных функций: 

𝑃𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥,𝑦 = 𝑃𝑥𝜓𝑛 𝑥 𝑃𝑦𝜓𝑛 𝑦 .  

Учитывая, что функции собственные, запишем: 

𝜆𝑛 ,𝑚𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝑛𝜆𝑚𝜓𝑛 𝑥 𝜓𝑚 𝑦 , 

откуда следует, что собственные числа двумерного оператора записываются 

как произведение собственных чисел соответствующих одномерных операто-

ров, также и с собственными функциями: 

𝜆𝑛 ,𝑚 = 𝜆𝑛𝜆𝑚 , 

𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝜓𝑛 𝑥 𝜓𝑚 𝑦 . 
(3.14) 

Таким образом, для исследования двумерного отображения, эволюция ко-

торого определяется преобразованиями типа 1, достаточно исследовать соот-

ветствующие координатные одномерные отображения. Решения спектральных 

задач операторов связаны простым соотношением. 

Отсюда незамедлительно следует вывод, что для отображения «преломле-

ние хлебов» собственные функции и собственные числа его двумерного опера-

тора имеют вид: 

𝜆𝑛 ,𝑚 =
1

2𝑛 ∗ 2𝑚
, 

𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥,𝑦 = 𝐵𝑛 𝑥 𝐵𝑚 𝑦 , 

 

где 𝐵𝑛 𝑥  и 𝐵𝑚 𝑦  – полиномы Бернулли. 

 

 Случай 2. Для преобразования типа 2 оператор имеет вид : 

𝑃𝜌 𝑥,𝑦 =   𝛿 𝑥 − 𝑓 𝑡  𝛿(𝑦 − 𝑔 𝑡, 𝜏 𝜌 𝑡, 𝜏 

1

0

𝑑𝑡𝑑𝜏

1

0

  

Здесь координаты случайно точки уже не являются независимыми величи-

нами, поэтому так просто, как в предыдущем случае, преобразовать интеграл не 
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удастся. Разобьем область определения отображен6ия  на интервалы монотон-

ности  f t , тогда получится несколько интегралов: 

𝑃𝜌 𝑥,𝑦 =    𝛿 𝑥 − 𝑓𝑖 𝑡  𝛿(𝑦 − 𝑔 𝑡, 𝜏 𝜌 𝑡, 𝜏 

𝑎𝑖

𝑎𝑖−1

𝑑𝑡𝑑𝜏,

1

0

𝑔

𝑖=1

 

где 𝑔 – число монотонных участков функции 𝑓(t), (𝑎𝑖−1 ,𝑎𝑖) – границы этих 

участков, а 𝑓𝑖 𝑥  – еѐ монотонные ветви. Сделаем в этих интегралах замены пе-

ременных вида 𝑧 = 𝑓𝑖(𝑡): 

𝑃𝜌 𝑥,𝑦 =    𝛿 𝑥 − 𝑧 𝛿  𝑦 − 𝑔 𝑓𝑖
−1 𝑧 , 𝜏  𝜌 𝑓𝑖

−1 𝑧 , 𝜏 𝑓𝑖
−1′  𝑧 

𝑎𝑖

𝑎𝑖−1

𝑑𝑧𝑑𝜏.

1

0

𝑔

𝑖=1

 

Теперь воспользуемся фильтрующим свойством дельта-функции: 

𝑃𝜌 𝑥, 𝑦 =  𝑓𝑖
−1′  𝑥 𝜃𝑓𝑖 𝑎𝑖−1 ,𝑓𝑖 𝑎𝑖 

 𝑥 

𝑔

𝑖=1

∗  𝛿  𝑦 − 𝑔 𝑓𝑖
−1 𝑥 , 𝜏  𝜌 𝑓𝑖

−1 𝑥 , 𝜏 

1

0

𝑑𝜏. 

 

В случае, если монотонные участки функции 𝑓 𝑡  таковы, что еѐ значения 

на границах участков равны 0 или 1 – иными словами, монотонные ветви пол-

ные – то характеристическая функция отрезков упрощается: 

𝑃𝜌 𝑥,𝑦 =  𝑓𝑖
−1′  𝑥 𝜃0,1 𝑥 ∗  𝛿  𝑦 − 𝑔 𝑓𝑖

−1 𝑥 , 𝜏  𝜌 𝑓𝑖
−1 𝑥 , 𝜏 

1

0

𝑑𝜏

𝑔

𝑖=1

.  

Дальнейшие преобразования затруднены проблемой обращения двумерной 

функции 𝑔 𝑓𝑖
−1 𝑥 , 𝜏 , однако, для конкретного вида отображения можно попы-

таться получить какие-нибудь результаты. В случае преобразования пекаря за-

висимость функции g x, y  от первой переменной представлена в характеристи-

ческой функции отрезка, а это позволяет обратить эту функцию под интегра-

лом. Продемонстрируем это. 

Для отображения пекаря функции преобразований по координатам имеют 

вид: 
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𝑓 𝑥 = 2𝑥𝜃
0,

1
2

 𝑥 +  2𝑥 − 1 𝜃1
2

,1
 𝑥 , 

𝑔 𝑥,𝑦 =
𝑦

2
𝜃

0,
1
2

 𝑥 +
𝑦 + 1

2
𝜃1

2
,1
 𝑥 . 

 

Поэтому в конечном итоге оператор Перрона-Фробениуса для этого ото-

бражения представится в виде: 

𝑃𝜌 𝑥, 𝑦 =  𝜌  
𝑥

2
, 2𝑦 𝜃

0,
1
2

 𝑦 + 𝜌  
𝑥 + 1

2
, 2𝑦 − 1 𝜃1

2
,1
 𝑦  𝜃0,1 𝑥 .  

 

Этот результат известный, получить его удается благодаря тому, что связь 

координатных преобразований друг с другом заложена в характеристических 

функциях отрезков. 

Легко убедиться, что инвариантной плотностью для этого отображения 

(соответственно неподвижной точкой оператора Перрона-Фробениуса является 

двумерная равномерная плотность 𝜌 𝑥,𝑦 = 1 ∗ 𝜃0,1(𝑥)𝜃0,1(𝑦). Тем самым, 

найдена низшая собственная функция с единичным собственным числом: 

𝜓0,0 𝑥, 𝑦 = 𝜃0,1 𝑥 𝜃0,1 𝑦 , 

𝜆0,0 = 1. 

Однако при попытке отыскать другие собственные функции, возникают 

большие сложности. Спектральная задача имеет вид: 

𝑃𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥,𝑦 = 𝜆𝑛 ,𝑚𝜓𝑛 ,𝑚 𝑥, 𝑦 .  

Вполне вероятно, что 𝜓0,0 𝑥, 𝑦  единственная функция из гильбертова про-

странства для данного отображения, а все остальные собственные функции яв-

ляются обобщѐнными.
1
 

В самом деле, если мы будем искать часть собственных функций в виде 

ψ0,m 𝑥, 𝑦 = 𝜓𝑚  𝑦 𝜃0,1(𝑥)𝜃0,1(𝑦), то  

𝑃𝑜𝜓𝑚 𝑦 =  𝜓𝑚  2𝑦 𝜃
0,

1
2

 𝑦 + 𝜓𝑚 2𝑦 − 1 𝜃1
2

,1
 𝑦  .  

А это ничто иное, как оператор Купмана для отображения сдвиг Бернулли 

(оператор, сопряжѐнный к оператору Перрона-Фробениуса). Этот оператор 

                                                 
1
 Шилов Г.Е. Математический анализ, второй специальный курс. Москва, Наука, 1965 
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изометрический, т.е.  𝑃0𝜑 | 𝑃0𝜑 =  𝜑 | 𝜑 . Трудности выявляются именно 

здесь, так как в гильбертовом пространстве изометрический оператор может 

иметь собственные значения только равные по модулю единице. Однако 𝑃0 до-

пускает в качестве собственных функций обобщенные функции – распределе-

ния в смысле Л. Шварца. Функции эти найдены И. Пригожиным и имеют вид:  

𝜓𝑚  𝑦 =
 −1 𝑚−1

𝑚!
 𝛿𝑛−1 𝑥 − 1 − 𝛿𝑛−1 𝑥  .  

 

Случай 3. Для преобразования типа 3 результаты практически идентичны 

полученным для преобразования типа 2:  

𝑃𝜌 𝑥, 𝑦 =  𝑓𝑖
−1′  𝑥 𝜃𝑓𝑖 𝑎𝑖−1 ,𝑓𝑖 𝑎𝑖 

 𝑥 

𝑔

𝑖=1

∗  𝛿  𝑦 − 𝑔  𝑓𝑖
−1 𝑥   𝜌  𝑡,𝑓𝑖

−1 𝑥  

1

0

𝑑𝜏. 

 

В функциях 𝑔 и 𝑝 под интегралом поменяны местами аргументы. 

 

Случай 3. Для преобразования типа 3 имеем оператор в форме  

𝑃𝜌 𝑥, 𝑦 =   𝛿 𝑥 − 𝑓 𝑡, 𝜏  𝛿(𝑦 − 𝑔 𝑡, 𝜏 𝜌 𝑡, 𝜏 

1

0

𝑑𝑡𝑑𝜏

1

0

.  

Из рассматриваемых преобразований этот случай самый тяжѐлый. Полу-

чить какие-либо результаты, не оговаривая конкретного вида функций 𝑓 и 𝑔, не 

удаѐтся. Однако можно утверждать, что, если преобразования координат взаи-

мосвязаны через характеристические функции отрезков, то есть надежда полу-

чить явный вид этого оператора. Явный в том смысле, что удастся записать 

функциональное (без интегралов) уравнение для нахождения собственных 

функций. Связь функций можно представить так: 

𝑓 𝑥,𝑦 =  𝑓𝑖 𝑥 𝜃𝑎𝑖−1 ,𝑎𝑖
 𝑦 ,

𝑖

  

и 
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𝑔 𝑥,𝑦 =  𝑔𝑖 𝑦 𝜃𝑏𝑖−1,𝑏𝑖
 𝑥 .

𝑖

  

Если имеет место только одна связь, то оператор примет вид: 

Pρ x, y =    𝛿 𝑥 − 𝑓𝑖 𝑡  𝛿 𝑦 − 𝑔 𝑡, 𝜏  𝜌 𝑡, 𝜏 

1

0

𝑑𝑡𝑑𝜏.

𝑎𝑖

𝑎𝑖−1𝑖

 

Очевидно, что одной связи недостаточно, так как неясно, каким образом 

обращать функцию g. 

Пусть имеет место обе связи, тогда получаем соответствующий вид опера-

тора: 

Pρ x, y =     𝛿 𝑥 − 𝑓𝑖 𝑡  𝛿  𝑦 − 𝑔𝑗  𝑡, 𝜏  𝜌 𝑡, 𝜏 

𝑏𝑗

𝑏𝑗−1

𝑑𝑡𝑑𝜏.

𝑎𝑖

𝑎𝑖−1𝑗𝑖

  

Появляется возможность обращать функции 𝑓𝑖  и 𝑔𝑗 , однако, следует учи-

тывать, что сами эти кусочки преобразований могут быть необратимыми, и 

придѐтся ввести в рассмотрение ещѐ две суммы по ветвям монотонности этих 

функций. 

Сначала предположим, что функции 𝑓𝑖  и 𝑔𝑗  монотонны и обратимы. Тогда,  

делая замены вида z = fi 𝑡  и  = 𝑔𝑗  𝜏 ,получим: 

Pρ x, y =     𝛿 𝑥 − 𝑧 𝛿 𝑦

𝑓𝑖(𝑏𝑗 )

𝑓𝑖(𝑏𝑗−1)

𝑔𝑗 (𝑎𝑖)

𝑔𝑗  𝑎𝑖−1 𝑗𝑖

−  𝜌  𝑓𝑖
−1 𝑧 ,𝑔𝑖

−1   𝑓𝑖
−1 ′ 𝑧 𝑔𝑗

−1 ′  𝑑𝑧𝑑. 

И применяя фильтрующее свойство дельта-функции, в итоге найдем: 

Pρ x, y =   𝑓𝑖
−1 ′ 𝑥 𝑔𝑗

−1 ′ 𝑦 𝜌  𝑓𝑖
−1 𝑥 ,𝑔𝑗

−1 𝑦  

𝑗

∗

𝑖

 

∗ 𝜃𝑓𝑖 𝑏𝑗−1 ,𝑓𝑖 𝑏𝑗  
 𝑥 𝜃𝑔𝑗  𝑎𝑖−1 ,𝑔𝑗  𝑎𝑖 

 𝑦 . 

 

В случае, если границы связующих характеристических функций отрезков та-

ковы, что функции преобразований if  и ig  на этих границах принимают значе-

ния 0 или 1, то вид оператора еще немного упрощается: 
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Pρ x, y = θ0,1(𝑥)θ0,1(𝑦)  𝑓𝑖
−1 ′ 𝑥 𝑔𝑗

−1 ′ 𝑦 𝜌  𝑓𝑖
−1 𝑥 ,𝑔𝑗

−1 𝑦  

𝑗

.

𝑖

  

Представление операторов в полученном виде в случае заданных коорди-

натных преобразований позволяет записывать функциональные уравнения для 

его собственных функций и искать решение спектрально задачи. В случае, если 

функции fi  и 𝑔𝑗  немонотонны, следует ещѐ раз разбить интегралы – по  участ-

кам монотонности, в операторе будет присутствовать четыре суммы, а у преоб-

разующих функций будет по два индекса.  

 

ВЫВОДЫ 

Основным достоинством операторного подхода в изучении хаотических 

отображений является переход от поиска и исследования точного решения не-

линейных разностных уравнений, определяющих анализируемую динамиче-

скую систему, к решению спектральной задачи для линейного оператора, ассо-

циированного с данной динамической системой. Дискретный спектр оператора 

говорит о скорости установления равновесного состояния в системе. Низшая 

собственная функция, соответствующая единичному собственному числу, име-

ет смысл инвариантной плотности и позволяет определить вероятность нахож-

дения системы в том или ином состоянии. 

Определено, что если координаты случайной точки в фазовом пространст-

ве двумерного отображения – пара случайных чисел – являются независимыми, 

то оператор Перрона-Фробениуса для такого случая выражается через произве-

дение действий операторов одномерных отображений, соответствующих пре-

образованиям координат. Решение спектральной задачи в этом случае сводится 

к исследованию пары одномерных операторов. 

Выяснено, какие трудности возникают, если два случайных числа, опреде-

ляющих состояние системы, не является независимыми. В этой ситуации воз-

никают сложности с получением явного вида оператора, а именно, не удаѐтся в 

общем случае перейти от интегрального представления оператора к функцио-
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нальному. Намечены способы преодоления этих трудностей – найден тип связи 

случайных величин, при котором такой переход осуществим. 

На примере отображения пекаря (оно как раз обладает подходящим типом 

связи) продемонстрировано применение операторного подхода к исследованию 

двумерных отображений, частично решена спектральная задача. 
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