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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ  

 

Актуальность работы. Прежде всего, нельзя недооценивать колоссального 

мировоззренческого значения исследований динамического хаоса. Окру-

жающий нас мир полон нелинейных явлений и процессов, правильное пред-

ставление о которых немыслимо без понимания возможности хаоса, а также 

связанных с этим принципиальных ограничений на предсказуемость поведе-

ния сложных систем. Сказанное не мешает обсуждать возможность исполь-

зования хаоса в системах различной природы для каких-либо конкретных 

практических целей или же учета тех последствий, к которым может привес-

ти возникновение сложной динамики. 

Одно из возможных приложений хаоса состоит в использовании ге-

нерируемых динамическими системами хаотических сигналов в целях 

коммуникации. Благодаря хаотической природе сигналов открываются но-

вые возможности кодирования информации, которая становится трудно-

доступной для перехвата. 

Результаты, полученные в нелинейной динамике, открывают новые 

нетривиальные возможности для сжатия и хранения, а также обработки 

информации. Свойства одномерных отображений используются при моде-

лировании случайных величин с заданным законом распределения. При 

этом существенное значение имеет скорость установления инвариантного 

распределения, определяющая статистические характеристики генерируе-

мой выбранным отображением последовательности. 

Цель работы. Один из параметров, характеризующих скорость пере-

мешивания и скорость установления инвариантного распределения, – по-

казатель Ляпунова. Кратко цель настоящей дипломной работы можно 

сформулировать так: определение свойств итерируемых функций, обеспе-

чивающих максимально возможное значение показателя Ляпунова. 
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Структура и объѐм работы. Выпускная квалификационная работа со-

стоит из введения, основной части, состоящей из двух глав, заключения, 

приложения и списка использованной литературы. Всего в работе 47 стра-

ниц. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении описан основной объект исследования и сформулирована 

цель работы. Объекты различной природы могут рассматриваться в извест-

ном приближении как динамические системы. Независимо от конкретной 

природы объекта, о нем говорят как о динамической системе, если можно 

указать набор величин, называемых динамическими переменными, которые 

полностью характеризуют состояние системы. При этом значения динамиче-

ских переменных в любой последующий момент времени получаются из ис-

ходных значений по определенному правилу, которое задает оператор эво-

люции системы. Значительным достижением теории динамических систем 

стало открытие хаотической динамики. В хаотическом режиме сколь угодно 

малая неточность в задании начального состояния системы быстро нарастает 

во времени, так что на достаточно больших интервалах времени предсказуе-

мость становится недостижимой. Такие режимы характеризуются нерегуляр-

ным, хаотическим изменением динамических переменных во времени. В фа-

зовом пространстве диссипативных систем этим режимам отвечают странные 

аттракторы — сложно устроенные множества, демонстрирующие все более 

тонкую структуру на разных уровнях ее разрешения (фракталы). 

Особое место в теории динамического хаоса занимают отображения – дина-

мические системы, задаваемые нелинейными разностными уравнениями. 

В первой главе приведены основные свойства динамических систем, живу-

щих в дискретном времени, одномерных отображений, которые описывают-

ся нелинейными разностными уравнениями. В этом случае под фазовой 

траекторией следует понимать некоторую дискретную последовательность 

точек в фазовом пространстве. 
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Одномерные отображения являются простейшими моделями хаотиче-

ских динамических систем; их эволюцию определяет детерминированная 

вещественная итерируемая функция )(xf , определенная на некотором под-

множестве RX   и переводящая его в себя: 

 
nn

xfx 
1

, 
0

x , RXx  ,  

Отображения - очень специфический класс динамических систем, но их 

анализ оказывается полезным и важным, проливая свет на многие феномены, 

встречающиеся в более сложных ситуациях. 

Если динамическая система, подобная по своим свойствам рассматри-

ваемой модели, привлекается для описания какой-либо физически реали-

стичной ситуации, то попытка предсказания состояния на N шагов вперед 

сталкивается при увеличении N с необходимостью столь точного задания на-

чальных условий, что это становится, в конце концов, принципиально невоз-

можным. Иными словами, в рассматриваемой динамической системе суще-

ствует предел предсказуемости, за которым ничего определѐнного о значени-

ях xn  сказать нельзя, нельзя даже указать, в левой или правой половине еди-

ничного отрезка будет находиться значение xn  на n-ой итерации при усло-

вии Nn  . Поэтому наиболее адекватным является вероятностное описание 

динамических систем, демонстрирующих хаотическое поведение. 

Рассмотрим ансамбль динамических систем - большое количество 

идентичных систем (описываемых нелинейным разностным уравнением), 

различающихся только начальным значением. Считаем, что выбор i - ой сис-

темы с i - ым начальным условием происходит с вероятностью pi . Такая по-

становка задачи означает, что начальным значением исследуемой динамиче-

ской системы является не детерминированная, как раньше, а случайная вели-

чина с заданным законом распределения. 

  i iy y f x x dx
 1
0

1

( ) ( ( )) ( ) . (1) 
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Данное соотношение является основным при вероятностном описании рас-

сматриваемых динамических систем. Оно позволяет определить, как связаны 

плотности вероятностей на i -м и ( )i1 -м шагах итераций при различных 

итерируемых функциях f x( ) . 

 Назовѐм оператором Фробениуса-Перрона (ОФП) P  интегральный 

оператор с ядром в виде дельта – функции Дирака, определяемый соотноше-

нием: 

 ( ) ( ( )) ( )P y y f x x dx   
0

1
. (2) 

Инвариантная платность 
~( ) x  есть неподвижная точка оператора Фробе-

ниуса-Перрона и, одновременно, низшая собственная функция этого опера-

тора, соответствующая единичному собственному числу. Определѐнный ра-

венством (2) оператор Фробениуса-Перрона не является самосопряжѐнным. 

Собственные функции оператора определяются соотношением: 

 ( ) ( )P x xn n n    (3) 

В достаточно общем случае собственные функции ОФП удовлетворяют ус-

ловию нормировки: 

 n nx dx( ) ,
0

1

0  ,(4) 

причѐм низшей (нулевой) считается собственная функция, соответствующая 

единичному собственному числу. Данное условие нормировки соответствует 

смыслу, придаваемому собственным функциям ОФП n x( ) : нулевая собст-

венная функция, соответствующая единичному собственному числу, совпа-

дает с инвариантной плотностью распределения  0( )
~( )x x  и должна 

быть нормирована на 1; остальные собственные функции, как следует из со-

отношения (4), ортогональны единице. 

 Предположим, что для какого-либо отображения задан явный вид ите-

рируемой функции, найдены собственные числа и собственные функции 
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ОФП. Несложно проследить, как изменяется начальный закон распределения 

после k итераций: 







0

0
)()(ˆ

n
n

k
nn

k xaxP  (5) 

Соотношение (5) показывает, как устанавливается инвариантная плотность 

распределения. Если  n 1 (именно так ведут себя собственные числа 

ОФП), то вклад слагаемых, содержащих высшие собственные функции, 

уменьшается с ростом числа итераций, в то время как слагаемое, соответст-

вующее низшей собственной функции, остаѐтся неизменным, поскольку 

 0 1 . Иными словами, чем меньше 
n

, тем быстрее "вымирают" высшие 

собственные функции в исходном разложении )(0 х . 

 Исследование одномерных отображений существенно упрощается, ес-

ли все возможные итерируемые функции удаѐтся разбить на группы, объеди-

няемые общими свойствами, и выделить в каждой группе наиболее простые 

(канонические), которые необходимо исследовать в первую очередь. Следует 

отметить, что базовыми принято называть отображения, имеющие равномер-

ное инвариантное распределение, в частности, все кусочно – линейные ото-

бражения с полными ветвями являются базовыми. 

Назовѐм сопряжѐнными (топологически эквивалентными) отображе-

ния, итерируемые функции которых удовлетворяют определѐнному функ-

циональному уравнению: 

)))(((1)( yfyF  , (6) 

где )(х  - сопрягающая функция. 

Функциональное уравнение (6) легко разрешается относительно функции F , 

однако общего алгоритма поиска функции   по заданным fF,  не сущест-

вует. 
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Свойства подобных отображений связаны между собой. Будем считать 

для определѐнности, что все свойства отображения (6) известны. Тогда спра-

ведливы следующие соотношения. 

Точное решение можно записать сразу: если )
0

,( xn
n

x  , то для вто-

рого отображения имеем ))(,((1
0

yn
n

y   . 

Инвариантная плотность определяется соотношением: 

))((~)()( yyyR  . (7) 

Если исходное отображение базовое, то инвариантная плотность любого ото-

бражения, сопряжѐнного данному базовому, определяется соотношением: 

)()( yyR    (8) 

Если известна инвариантная плотность )(yR  исследуемого отображения, то 

с помощью () без труда можно найти функцию )(y , сопрягающую это ото-

бражение с базовым: 


y

dRy
0

)()(  (9) 

Последнее соотношение означает, что функция, преобразующая заданное 

отображение в каноническое, с точностью до знака совпадает с интеграль-

ным законом распределения, соответствующим исходному отображению. 

Полученные соотношения позволяют конструировать отображения с задан-

ным законом распределения. 

Собственные числа и собственные функции оператора Фробениуса 

– Перрона для подобных отображений. Пусть известны собственные числа 

n
  и собственные функции )(x

n
  ОФП для отображения (6). Собственные 

числа ОФП являются инвариантом преобразования подобия итерируемых 

функций отображений. Собственные функции ОФП связаны соотношением, 

совпадающим с (7): 
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))(()()(

;

y
n

yy
n

nn







 

Показатель Ляпунова, как и собственные числа ОФП, является инва-

риантом преобразования Улама. Одна из отличительных особенностей нели-

нейных систем — чувствительная зависимость решений от начальных усло-

вий. Даже небольшого возмущения начальных условий достаточно для того, 

чтобы траектории в дальнейшем быстро (экспоненциально) разошлись. Ко-

личественной мерой скорости экспоненциального разбегания траекторий 

служит показатель Ляпунова. Его можно выразить через вероятностные ха-

рактеристики: 

,
)(

ln)(~)(
1

0
0

dx
dx

xdf
xx          (10) 

где )(~ x  - инвариантная плотность для рассматриваемого отображения. 

В случае, когда итерируемая функция кусочно-линейная, и при этом 

все линейные отрезки итерируемой функции имеют одинаковые значения 

модуля тангенса угла наклона, выражение для показателя Ляпунова упроща-

ется: 

dx

xdf )(
ln . 

Среди множества сопряженных отображений можно выделить те, для 

которых инвариантная плотность представима в виде 










]1,0[,1

]1,0[,0
)()(~

1,0
x

x
xx , 

то есть 1)(~ x  на отрезке [0,1]. Такие отображения будем называть базо-

выми для множеств сопряженных с ними отображений. Для базовых ото-

бражений справедливо соотношение: 





g

i

i x
1

1))'((
. (11) 
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Соотношение (11) означает, что в случае равномерного инвариантного рас-

пределения сумма модулей производных от обратных функций ветвей итери-

руемой функции должна равняться единице. Отметим, что кусочно-линейные 

отображения с полными ветвями, с очевидностью, удовлетворяют соотноше-

нию (40). Однако, как следует из (40), возможны базовые отображения с ите-

рируемой функцией, отличающейся от кусочно – линейной. 

Во второй главе определено, для каких базовых отображений показа-

тель Ляпунова имеет максимальное значение, - именно эти отображения сле-

дует использовать при моделировании случайных величин. Сначала вычис-

лен непосредственно показатель Ляпунова для некоторых исследованных ба-

зовых отображений, затем сформулировано и доказано утверждение о мак-

симальном значении показателя Ляпунова. 

Анализ двух кусочно – линейных отображений (косой сдвиг Бернулли 

и косой тент) показал, что максимальное значение показателя Ляпунова 

2ln
max
  достигается в случае итерируемой функции, симметричной отно-

сительно середины единичного отрезка. Это позволяет предположить, что 

показатель Ляпунова имеет максимальное значение в случае, когда модули 

угловых коэффициентов всех линейных ветвей одинаковы. Отметим, что для 

базового отображения с нелинейной итерируемой функцией значение пока-

зателя Ляпунова меньше. 

 При использовании соотношения (11), которому удовлетворяют итери-

руемые функции базовых отображений доказано, что из всех базовых ото-

бражений с двумя интервалами монотонности итерируемой функции и пол-

ными ветвями наибольшее значение показателя Ляпунова имеют кусочно ли-

нейные отображения «двоичный сдвиг Бернулли» и «tent-map». Если вспом-

нить, что показатель Ляпунова для сопряжѐнных отображений одинаков, по-

следнее утверждение можно усилить: для любого отображения с двумя пол-

ными ветвями показатель Ляпунова не превосходит 2ln . 
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 Полученный результат без труда обобщается на случай, когда кусочно 

линейная итерируемая функция с полными ветвями имеет g  интервалов мо-

нотонности, при этом максимальное значение показателя Ляпунова есть 

gln . (12) 

Задача о максимальном значении показателя Ляпунова для отображе-

ний с неполными ветвями в общем случае не решена, поэтому определено 

значение   для наиболее исследованного кусочно линейного отображения с 

неполными ветвями – отображения Реньи. 

 Отображение Реньи следует считать обобщением отображения двоич-

ный сдвиг Бернулли на случай нецелочисленных значений параметра. Обыч-

но отображение Реньи записывают в виде: 

 1n nx x  ,  (13) 

 - параметр отображения, определяющий вид инвариантного распределе-

ния, )2,1(  

Вид отображения показан на рисунке: 

 

Значение показателя Ляпунова для отображения Реньи легко вычисля-

ется в самом общем случае. Действительно, в силу соотношения (13) имеем: 




)(
2,1

xf . 

Тогда для показателя Ляпунова с учѐтом нормировки инвариантного 

распределения получаем: 

1 

1 

Xn+1 

Xn 

 1/β 
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 

1

0

ln)(~ln  dxx  

Поскольку 2 , показатель Ляпунова для отображения Реньи, имеющего 

неполную ветвь, меньше, чем показатель Ляпунова для двоичного сдвига 

Бернулли. 

 Таким образом, среди всех перемешивающих отображений с полными 

ветвями максимальным значением показателя Ляпунова обладают те, для ко-

торых базовым является кусочно линейное отображение с одинаковыми мо-

дулями тангенса угла наклона линейных ветвей итерируемой функции, при-

чѐм показатель Ляпунова не превосходит величины gln .  

 При сравнении скорости установления инвариантного распределения 

для отображений двоичный сдвиг Бернулли и tent – map установлено, что для 

второго отображения скорость установления выше, поскольку собственные 

функции ОФП в разложении начального распределения «вымирают» быст-

рее. Этот результат легко обобщить на случай g интервалов монотонности 

итерируемой функции: наибольшая скорость установления инвариантного 

распределения будет у пилообразного отображения с g интервалами моно-

тонности (при этом g должно быть чѐтным). Именно такое отображение сле-

дует использовать при создании генератора случайных чисел и при модели-

ровании случайных величин. 

В заключении приводится перечень основных выводов, полученных в 

работе, и даны рекомендации по моделированию случайных величин. 

 

ВЫВОДЫ 

 В данной выпускной квалификационной работе определѐн вид одно-

мерных хаотических отображений, имеющих максимальную скорость разбе-

гания фазовых траекторий и, соответственно, максимальный показатель Ля-

пунова (внутри определѐнного класса одномерных отображений). Для этого 

выделен класс базовых отображений (отображений с равномерным инвари-
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антным распределением) и получено соотношение, которому удовлетворяют 

итерируемые функции отображений этого класса. Данное соотношение стало 

ключевым – оно позволило представить показатель Ляпунова в виде функ-

ционала и исследовать данный функционал на максимум. 

 Результаты аналитических исследований таковы: среди всех отображе-

ний с полными ветвями, имеющих сопряжѐнное базовое отображение, мак-

симальный показатель Ляпунова имеют те отображения, для которых итери-

руемая функция базового отображения кусочно линейная с равными по дли-

не интервалами монотонности. При этом показатель Ляпунова тем больше, 

чем больше количество монотонных участков итерируемой функции. 

 Это позволили сформулировать рекомендации для численного модели-

рования случайных величин с заданным законом распределения. Чтобы по-

лучить последовательность значений случайной величины с наилучшими 

статистическими свойствами, при построении моделирующего отображения 

в качестве базового необходимо выбирать кусочно линейное с равными по 

длине интервалами монотонности и максимально возможным количеством 

этих интервалов. 

 Показано, что характер чередования линейных участков итерируемой 

функции с положительными и отрицательными тангенсами угла наклона 

также влияет на статистические свойства генерируемой последовательности, 

поскольку определяет значения собственных чисел соответствующего опера-

тора Фробениуса – Перрона. При моделировании в качестве базовых пред-

почтительнее использовать пилообразные отображения.  
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