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Введение. Взаимодействие между нейронными системами активно изуча-

ется в настоящее время. Основным источником информации об их дина-

мике являются электроэнцефалограммы (ЭЭГ) и магнитоэнцефалограммы 

(МЭГ). Для исследования связанности применялись самые различные ме-

ры, как линейные, так и нелинейные. Значительное внимание уделялось 

сопоставлению линейных и нелинейных мер, а также исследованию син-

хронизации в мозге. Накоплен значительный фактический материал по де-

тектированию связанности между структурами мозга во многих специфи-

ческих случаях, например, для изучения математических способностей, 

при абсансной эпилепсии, височной эпилепсии средней доли, при паркин-

сонизме. 

Поэтому одним из актуальных направлений современной науки является 

поиск новых методов анализа измеряемых сигналов. Соответствующие ме-

тоды анализа позволяют выявить направленность и силу потока информа-

ции. В последние десятилетия были предложены различные подходы к 

оценке связи между системами различной природы, в том числе методы 

направленной оценки связи биологических данных. Одним из перспектив-

ных методов анализа является метод частной направленной когерентности 

(𝑃𝐷𝐶). 

В работе представлен новый частотно разрешённый подход к описанию 

взаимосвязей (направления информационного потока) между многомер-

ными временными рядами, основанный на декомпозиции многомерных 

частных когерентностей, вычисленных по многомерным авторегрессион-

ным моделям. Метод был введен в 1999 году группой Луиса Баккала [1]   

специально для работы с нейробиологическими сигналами [2]. Было объ-

явлено, что 𝑃𝐷𝐶 показывает прямое влияние одного временного ряда на 

другой, не показывая косвенных связей. Данный метод основан на постро-

ении моделей линейного прогнозирования, неизвестные коэффициенты 

которых оцениваются методом наименьших квадратов (1): 



[
𝑥1(𝑛)

⋮
𝑥𝑁(𝑛)

] = ∑ 𝐴𝑟  [
𝑥1(𝑛 − 𝑟)

⋮
𝑥𝑁(𝑛 − 𝑟)

] + [
𝑤1(𝑛)

⋮
𝑤𝑁(𝑛)

]
𝑝
𝑟=1 ,    (1) 

где 𝑥𝑖(𝑛) - исходный векторный временной ряд, состоящий из 𝑁 скаляр-

ных рядов (от 𝑁 осцилляторов, возможная связь между которыми исследу-

ется) и измеренный с шагом выборки 𝛥𝑡, 𝑝 - число предыдущих моментов 

времени, учтённых в модели и, как следствие, число матриц 𝐴𝑟 , 𝐴𝑟 - мат-

рицы коэффициентов авторегрессионных моделей, состоящие из коэффи-

циентов 𝑎𝑖,𝑗(𝑟), оцениваемых в типичном случае методом наименьших 

квадратов. Элементы матрицы 𝑎𝑖,𝑗(𝑟) представляют собою линейное влия-

ние сдвинутого во времени на 𝑟𝛥𝑡 -го ряда на 𝑖-ый ряд в текущий момент 

времени 𝑛. 𝑖, 𝑗 - номера осцилляторов, 𝑟 - сдвиг во времени. 

Затем коэффициенты, зависящие от времени, преобразуются в коэффици-

енты, зависящие от частоты с помощью -преобразования(2)  

𝐴(𝑓) = ∑ 𝐴𝑟𝑧−𝑟|𝑝
𝑟=1  𝑧=𝑒−𝑖2𝜋𝑓 ,      (2) 

и находится дополнительная матрица (3): 

𝐴(𝑓) = (𝐸 − 𝐴(𝑓)),       (3) 

Где 𝑓 – частота, а 𝐸 – единичная матрица. 

И наконец, рассчитывается 𝑃𝐷𝐶 (4): 

𝑃𝐷𝐶𝑖𝑗(𝑓) =
𝐴𝑖𝑗(𝑓)

√𝑎𝑗
𝐻∗

(𝑓) ∑ 𝑎𝑗
−1 (𝑓)

,      (4) 

Где 𝐻∗ - операция эрмитова сопряжения (взятие комплексного сопряжения 

элементов плюс транспонирование). Поэтому эффективность этого метода  

для нелинейных систем неочевидна. 

Цель настоящего исследования - определить, будет ли этот метод правиль-

но определять направленное взаимодействие нелинейных по природе си-



стем, определять параметрическую нелинейную связь, а также проверить 

зависимость результатов оценки связанности методом частной направлен-

ной когерентности от параметров метода: длины реализации, частоты дис-

кретизации, размерности модели и от архитектуры связей в системах. 

Тестовые системы 

Чтобы воспроизвести основные возможные ситуации (однонаправленную 

связь, двунаправленную связь, отсутствие взаимодействия, опосредован-

ное воздействие), для каждого типа систем было сделано по 4 осциллятора. 

Осцилляторы связывали несколькими способами: 

1. первый воздействует на второй, третий и первый взаимно влияют 

друг на друга, четвёртый осциллятор колеблется изолированно, при 

такой архитектуре связей можно проверить, как метод реагирует на 

опосредованную связь с третьего на второй осциллятор; 

2. две пары двунаправленно связанных осцилляторов (первый со вто-

рым и третий с четвёртым); 

3. кольцо из трёх осцилляторов, а четвёртый вновь изолированный; 

4. двунаправленная связь между первым и вторым осциллятором, вто-

рой влияет на третий, а четвертый - изолирован; 

5. однонаправленная связь между первым и вторым, двунаправленная 

между третьим и четвертым; 

6. связь между первым и третьим осциллятором, второй и четвертый 

изолированы. 

Схематически эти зависимости могут быть представлены, как показано на 

рис.1 

В примерах я приведу работу лишь с некоторыми из них.  



 

Рис.1. Архитектуры связей 

 

Линейный осциллятор 

Так как мера является линейной логично, что мы начнем тестировать ее на 

примере линейной системы с линейной связью. 

𝑥̈ 𝑖(𝑡) + 2𝛾𝑖𝑥̇ 𝑖(𝑡) + 𝜔0,𝑖
2 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑘𝑖,𝑗𝑥𝑗(𝑡),    (5) 

Коэффициент связи 𝑘1,𝑗 = 0.65, 𝑘2,𝑗 = 0.75, 𝑘3,𝑗 = 0.95, 𝑘4,𝑗 = 0.0, 𝑟1 =

0.01, 𝑟2 = 0.08, 𝑟3 = 0.03, 𝑟4 = 0.07. 

Уравнения интегрировались методом Эйлера с шагом ℎ = 0.01, поскольку 

в систему вводился Гауссовский шум со среднеквадратичным отклонением 

σn=0.02σs, где σs - среднеквадратичное отклонение сигнала. 

Система ФитцХью-Нагумо 

Усложним задачу и введем линейную систему с нелинейной связью. 

Например, систему из 4-х связанных осцилляторов ФитцХью-Нагумо 

(FHN). 



𝑥𝑖̇ = 𝑥𝑖(𝛼𝑖 − 𝑥𝑖)(𝑥𝑖 − 1) − 𝑦𝑖 + 𝐼𝑎,𝑖 + ∑ 𝑘𝑖,𝑗𝑥𝑗𝑗≠𝑖 ,           

𝑦𝑖̇ = 𝛽𝑖𝑥𝑖 −  𝛾𝑖𝑦𝑖,         (6) 

Коэффициент связи  𝑘1,𝑗 = 0.35,  𝑘2,𝑗 = 0.38, 𝑘3,𝑗 = 0.39,  𝐼𝑎,𝑖 = 0.85, 𝛼𝑖 =

0.8, коэффициент β менялся от 0.15 до 0.17, а коэффициент γ- от 0.06 до 

0.068. 

Уравнения интегрировались методом Эйлера с шагом ℎ = 0.01, поскольку 

в систему вводился динамический шум со среднеквадратичным отклоне-

нием σn=0.02σs, где σs - среднеквадратичное отклонение сигнала. 

Нелинейно связанные генераторы с жестким возбуждением и потен-

циалом Тоды 

Усложним систему и введем нелинейный осциллятор с нелинейной свя-

зью. Данную систему можно назвать оcциллятоpом c жёcтким возбужде-

нием и потенциалом Тоды (далее cокpащённо «ж/в – Тоды») 

𝑥𝑖̈ − (𝑟𝑖 + 𝑘𝑥𝑗
2 − 𝑥𝑖

4)𝑥𝑖̇ + 𝜔𝑖
2(1 − 𝑒−𝑥𝑖) = 𝜉𝑖(𝑡),   (7) 

где 𝑖 – номер текущего осциллятора, 𝑗 – номер воздействующего осцилля-

тора, коэффициент связи ki,j = 0.65, r1 = -0.05, r2 = -0.08, r3 = -0.06, r4 = -0.07, 

ξi(t) нормальный белый шум с дисперсией  ωi=0.25, шаг равен 0.01. 

Динамическая мезомасштабная модель абсансной эпилепсии 

В качестве экспериментальных моделей абсансной эпилепсии наиболее 

широко используются генетические модели грызунов. Они позволяют изу-

чать нейробиологические основы данного заболевания с сопровождающи-

ми его пик-волновыми комплексами. Однако в данной работе вместо ре-

альных экспериментальных данных использовали сетевую модель пик-

волновых разрядов, так как реальные эксперименты являются более слож-

ными, дорогостоящими  и непредсказуемыми  при получении результата,  

чем созданная  математическая модель.   



Для понимания механизмов возникновения абсансной эпилепсии важно 

построить модели, которые воспроизводили бы основные её особенности 

— спонтанное возникновение пик-волновых разрядов на электроэнцефало-

грамме и их спонтанное завершение, химическую активность нейронов, 

вовлечение специфических областей мозга. Динамическая мезомасштабная 

модель абсансной эпилепсии является сложной системой  связанных ос-

цилляторов (далее «модель 1») 

Результаты 

Итак, у нас есть 4 системы, на которых была протестирована 𝑃𝐷𝐶: линей-

ный осциллятор, FHN,  «ж/в  - Тоды» и «модель 1».  

Для первых трех систем генерировалось четыре связанных осциллятора. 

Для каждого осциллятора – 10 рядов по 100 секунд с частотой 1024 Гц. 

Также есть четыре  изменяющихся показателя: частота дискретизации, 

длина анализируемого участка, количество анализируемых предыдущих 

значений и архитектура связей, которые выбирались вручную. Частота 

дискретизации (𝑓𝑑) бралась 256, 512, 1024 Гц. Количество анализируемых 

предыдущих значений (𝑝) 50-250 точек с шагом 50. Длина временного ряда 

– 10, 25, 50, 75, 100 с.  

Для «модели 1» архитектура связи оставалась неизменной; длина реализа-

ций бралась – 10 с.; а 𝑓𝑑 и 𝑝 – менялись вручную.  

На рисунке ниже представлен типичный график, построенный по времен-

ным реализациям линейного осциллятора. 



 

Рис.2. PDC для линейного осциллятора, с архитектурой связей 1→2,1↔3. Частота дис-

кретизации 512 Гц, временной ряд длиной 50 с, количество анализируемых предыду-

щих значений –100. 

 

Для линейного осциллятора мера при всех наборах параметров правильно 

выявляет заложенную архитектуру связей: правильно определяется одно- и 

двунаправленное воздействие, не определяются опосредованные связи, 

𝑃𝐷𝐶 для изолированного узла ведёт себя адекватно. 

Для осциллятора ФитцХью-Нагумо мера при всех наборах параметров 

правильно выявляет заложенную архитектуру связей: правильно определя-

ется одно- и двунаправленное воздействие, однако  определяются опосре-

дованные связи для некоторых примеров, 𝑃𝐷𝐶 для изолированного узла 

ведёт себя адекватно. (Рис.2) 



 

Рис.3. PDC для осциллятора ФитцХью-Нагумо, с архитектурой связей 1→2,1↔3. Ча-

стота дискретизации 512 Гц, временной ряд длиной 50 с, количество анализируемых 

предыдущих значений –100. 

 

 

Рис.4. PDC для осциллятора «ж/в – Тоды», с архитектурой связей 1→2,1↔3. Частота 

дискретизации 512 Гц, временной ряд длиной 50 с, количество анализируемых преды-

дущих значений –100. 

 

Для «ж/в – Тоды» есть специфическая особенность: очень высокий уро-

вень 𝑃𝐷𝐶 для изолированного узла, хотя суррогатный уровень тоже высо-

кий, поэтому влияние со стороны изолированного осциллятора всё же ока-

зывается незначимым. Это происходит из-за того, что мы используем ори-



гинальный метод подсчёта 𝑃𝐷𝐶, который чувствителен к отношению дис-

персий рассматриваемый сигналов. Из-за того, что у изолированного ос-

циллятора «ж/в – Тоды» низкая амплитуда колебаний в сравнении с 

остальными осцилляторами системы, наблюдается высокий уровень 𝑃𝐷𝐶 

со стороны этого узла на другие и, наоборот, очень низкий уровень 𝑃𝐷𝐶 на 

этот узел. Этот эффект подробно рассмотрен в работе [3]. 

 

Для «модели 1» в полученных результатах проявилось влияние одной из 

областей на другую, которой в модель изначально заложено не было. Та-

ким образом, можно констатировать, что для сильно связанных систем, где 

лишь малое число связей отсутствуют, выявление прямых и опосредован-

ных связей достаточно затруднено. Аналогичные выводы были сделаны 

для метода причинности по Грейнджеру в работе [4]. Также стало ясно, 

что непосредственное применение рассматриваемой методики даже к мо-

дельным данным высокой сложности, в которых каждый сигнал представ-

ляет собою не реализацию отдельного сосредоточенного элемента, а сум-

марный сигнал большого числа осцилляторов, связанных как друг с дру-

гом, так и с осцилляторами, генерирующими другие сигналы, грозит серь-

ёзными ошибками. Следовательно, о применении к нейрофизиологическим 

или климатическим данным такого типа также следует говорить с осто-

рожностью. 

 

Основные выводы 

 Зависимость от структуры связей. 

Лучше всего метод работает при взаимодействии в парах. Хуже всего - в 

кольце. Изолированные узлы показывают высокое (хотя часто незначимое 



по суррогатам) влияние на другие узлы, низкое на них и умеренное между 

ними (из-за чувствительности метода к дисперсии сигнала). 

 Зависимость от частоты дискретизации. 

При низкой частоте выявляются случайные значимые связи на произволь-

ных частотах (как правило, равномерно распределены в частотном диапа-

зоне). При высокой частоте метод начинает показывать опосредованные 

связи как непосредственные. 

 Зависимость от длины реализации. 

Истинные значения 𝑃𝐷𝐶 не меняются с ростом длины ряда, а ложные и 

суррогатные падают (ведёт себя как классическая ненаправленная коге-

рентность). 

 Зависимость от размерности модели (числа используемых точек, 

максимального времени памяти и др.). 

Сначала работоспособность метода улучшается (повышается чувствитель-

ность), а потом - падает (специфичность утрачивается - появляются лож-

ные связи на произвольных, по всему спектру, частотах). 

Метод имеет свои достоинства и недостатки. Однако он неплохо показал 

себя в работе с тестовыми системами, поэтому его можно применять к ре-

альным данным. 
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