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Ââåäåíèå. Â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïðè ïîìîùè ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà,

êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Â ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêå ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ êîððåêòíî è íåêîððåêòíî ïî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñàì òåðìèí êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë âïåðâûå

ââåäåí Æàêîì Àäàìàðîì.

Ñîäåðæàíèå äèïëîìíîé ðàáîòû Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ

òåîðèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ïðèìåðû ýòèõ çàäà÷. Âòîðîé ðàç-

äåë ïîñâåùåí çàäà÷å âîññòàíîâëåíèþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â òðåòüåì ðàç-

äåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íà áàçå ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà

Ñòåêëîâà. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ÷èñëåííîìó àëãîðèòìó ðåøåíèÿ çà-

äà÷è âîññòàíîâëåíèÿ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîñ-

ñòàíîâåëíèþ ôóíêöèè. Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ êîä ïðîãàðàìì äëÿ ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèé îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà è äëÿ âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé îïåðà-

òîðîì Ñòåêëîâà.

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè, ñ÷èòàþ:

- èçó÷èòü îñíîâíóþ ëèòåðàòóðó, êàñàþùóþñÿ äàííîé òåìû èññëåäîâàíèÿ.

- ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ïðèáëèæåíèþ íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà

- ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî âîññòàíîâëåíèþ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïîíÿòèå êîððåêòíî è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè öåíòðàëüíîå ìåñòî çà-

íèìàþò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, çàâèñè-

ìîñòü ðåøåíèÿ îò "ìàëûõ èçìåíåíèé"èñõîäíûõ äàííûõ. Åñëè "ìàëûå èçìå-

íåíèÿ"èñõîäíûõ äàííûõ ïðèâîäÿò ê "ìàëûì èçìåíåíèÿì"ðåøåíèÿ, òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå óñòîé÷èâî.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, åñëè åå ðåøå-

íèå ñóùåñòâóåò,åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî. Íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à

� çàäà÷à, íå îáëàäàþùàÿ êàêèì-ëèáî èç ñâîéñòâ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé Ïóñòü X1 è X2 - äâà

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà, òàêèõ, ÷òî X1 ⊂ X2 â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì

ñìûñëå è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

|| · ||X2
≤ C|| · ||X1

(1)

Ïóñòü ýëåìåíò u ∈ X çàäàí åãî δ - ïðèáëèæåíèåì fδ â ìåòðèêå ïðîñòðàí-

ñòâà X2 : ||uδ − u|| ≤ δ. òðåáóåòñÿ ïî fδè δ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ ũδ òàê, ÷òîáû ||uδ − u||X1
→ 0 ïðè δ → 0. Áóäåì íàçûâàòü ïîñòàâ-

ëåííóþ çàäà÷ó çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ èç X2 â X1.

Äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, â îñíîâíîì, ïðè îáðàáîòêå èñõîäíûõ äàííûõ

ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Åñëè, íàïðèìåð, X1 = C[a, b], X2 = L2[a, b], òî ìû ïðèõî-

äèì ê íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ íåïåðûâíîé ôóíêöèè

ïî å¼ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì δ - ïðèáëèæåíèÿì. Åñëè X1 = C(1)[a, b], X2 =

C[a, b] - ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, çàäàííîé å¼ ðàâíî-

ìåðíûìè δ - ïðèáëèæåíèÿìè, ò.å. â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò î ïðèáëèæ¼í-

íîì ðåøåíèè êëàññè÷åñêîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è - çàäà÷è äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ. Ïîñòàâëåííóþ â îáùåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êàê çàäà÷ó ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = f , ãäå A - îïåðàòîð âëî-

æåíèÿ èç X1 â X2, à ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàíà å¼ δ - ïðèáëèæåíèÿìè fδ â X2. Ñó-

ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Au = f òðèâèàëüíû. Èç

îöåíêè (1) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ: îïåðàòîð A−1 , îáðàòíûé

ê îïåðàòîðó âëîæåíèÿ èç X1 â X2, íåîãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ X1 è X2 íåýêâèâàëåíòíû. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

óðàâíåíèå Au = f ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðîäà, òî îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èç X1 â X2 ìîæíî

ïðèìåíèòü ëþáîé èç ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè, ïîäõîäÿùèé ê äàííîé ñèòóàöèè.

Îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìîýåò ñëóæèòü ìîäåëüíîé

çàäà÷åé ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûú âîïðîñîâ óðàâíåíèé I−ãî ðîäà. Ïóñòü
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà åå δ - ïðèáëèæåíèåì â ñðåäíåêâàäðàòè÷-

íîé ìåòðèêå: ||fδ − f ||L2
≤ δ Çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê

f(x) ïî çàäàííûì fd è δ ìû íàçûâàåì çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f(x).

Ýòî ïðîñòåéøèàÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à.
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Îïåðàòîð Ñòåêëîâà

Â.À. Ñòåêëîâ ââåë â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð:

1

α

∫ x+α

x

f(t)dt, (2)

êîòîðûé áûë íàçâàí åãî èìåíåì. Íàðÿäó ñ íèì îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà òàêæå

íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðû:

1

α

∫ x

x−α
f(t)dt è

1

2α

∫ x+α

x−α
f(t)dt (3)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðâûé èç íèõ ïðàâîñòîðîííèì îïåðàòîðîì Ñòåêëî-

âà, âòîðîé ëåâîñòîðîííèì îïåðàòîðîì, à òðåòèé ñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì

Ñòåêëîâà. Êàê îïåðàòîð ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îí èìååò ïðå-

èìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè îïåðàòîðàìè â òîì, ÷òî îò ïðèáëèæàåìîé ôóíê-

öèè íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé ãëàäêîñòè èëè ïåðåîäè÷íîñòè. Åãî

íåäîñòàòîê ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé

ëèøü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b].

Ïîëàãàåì, ÷òî f(x) ∈ C[0, 1]. ×òîáû çíà÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íå âûõî-

äèëè çà ïðåäåëû ýòîãî îòðåçêà, ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì α â

ïðàâîñòîðííåì îïåðàòîðå Ñòåêëîâà x ∈ [0, 1− α], â ëåâîñòîðîííåì x ∈ [α, 1],

â ñèììåòðè÷íîì x ∈ [α, 1− α].
Îïåðàòîðû Ñòåêëîâà èìåþò íåïðåðûâíóþ îáëàñòü çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì

ïðàâîñòîðîííèé îïåðàòîð Ñòåêëîâà äàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê ôóíêöèè

f(x) íà îòðåçêå [0, 1 − ε], à ëåâîñòîðîííèé - äàåò ñõîäèìîñòü ôóíêöèè íà

îòðåçêå [ε, 1], à ñèììåòðè÷íûé íà îòðåçêå [ε, 1− ε] , ãäå ε ≥ α.

Ðàçðûâíûå îïåðàòîðû ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü èç íèõ êîí-

ñòðóêöèè,êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøå-

íèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. À èìåííî íà áàçå ðàçðûâíûõ îïåðàòîðîâ áûëà ðåøå-

íà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó

ïðèáëèæåíèþ � èñïîëüçóÿ ðàçðûâíûé îïåðàòîð Ñòåêëîâà

Ïîñòðîèì ðàçðûâíîé îïåðàòîð Ñòåêëîâà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì

ïðàâîñòîðîííèé îïåðàòîð Ñòåêëîâà, íî áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî íà îòðåçêå
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[0, 1/2], à ëåâîñòîðîííèé íà îòðåçêå [1/2, 1] ò.å. ïîñòðîèì îïåðàòîð: Ïóñòü

f(x) ∈ C1[0, 1]. Èç îïåðàòîðîâ

Sαf =

 1
α

∫ x+α
x f(t)dt, x ∈ [0, 1/2],

1
α

∫ x
x−α f(t)dt, x ∈ [1/2, 1].

(4)

Òàêàÿ çàïèñü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìû ñ÷èòàåì íåñóùåñòâåííûì, êàêèå èìåí-

íî çíà÷íèÿ ïðèïèñûâàòü ôóíêöèè Sαf ïðè x = 1/2.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íå âûõîäèëè çà ãðàíèöû îò-

ðåçêà, ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà:

1

2
+ α ≤ 1 è

1

2
− α ≥ 0.

Îòñþäà ïîëó÷èì íåñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà α : α ≤ 1/2.

Ôóíêöèÿ Sαf òåðèÿò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà â òî÷êå x = 1/2. Ïîýòîìó ìû áóäåì

èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ïîäïðîñòðàíñòâà èç L∞[0, 1] ñ íîðìîé:

|| · ||L∞ = max(|| · ||C[0,1/2], || · ||C[1/2,1]).q

Òåîðåìà 1 Äëÿ ëþáîé f(x) ∈ C[0, 1] èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

||Sαf − f ||L∞ → 0, α→ 0.

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íà áàçå ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà

Ïóñòü íàì äàíà ôóíêöèÿ fδ(x) ∈ L2, òàêîå ÷òî:

||fδ(x)− f(x)||L2
≤ δ (5)

Íóæíî íàéòè òàêóþ f δ, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü ñõîäèìîñòü:

||f δ(x)− f(x)||L∞ → 0, δ → 0. (6)

Ïóñòü x ∈ [0, 1/2] òîãäà:

|Sαfδ − f | = |Sαfδ − Sαf + Sαf − f | ≤ |Sαfδ − Sαf |+ |Sαf − f |. (7)
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Ïåðâûé ìîäóëü â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (7) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

|Sαfδ − Sαf | = |Sα(fδ − f)| =
1

α

∣∣∣∣∫ x+α

x

(fδ(t)− f(t))dt
∣∣∣∣ . (8)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì:

|Sα(fδ − f)| ≤
1

α

√∫ x+α

x

(fδ(t)− f(t))2dt

√∫ x+α

x

dt. (9)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

|Sα(fδ − f)| ≤
δ√
α
. (10)

Òî÷íî òàêàÿ æå îöåíêà èìååò ìåñòî è äëÿ x ∈ [1/2, 1]. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà:

||Sα||L2→L∞ ≤
δ√
α
. (11)

Ïóñòü f(x) ∈ lipM1. Òîãäà ïî òåîðåìå (1):

||Sαf − f ||L∞ ≤Mα. (12)

Îòñþäà ñëåäóåò:

||Sαfδ − f ||L∞ ≤
δ√
α
+Mα. (13)

Íàéäåì çàâèñèìîñòü α(δ) òàêîå ÷òî:

1. α(δ)→ 0, δ → 0.

2. δ√
α(δ)
→ 0, δ → 0.

Íàéäåì ìèíèìóì ôîðìóëû (13):

ϕ(α, δ) =Mα +
δ√
α
, ϕ

′

α = 0, (14)

M − δ

2 · α 3
2

= 0, α
3
2 =

δ

2M
. (15)
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Òàêèì îáðàçîì α(δ) äëÿ ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà ïðèìåò âèä:

α(δ) =

(
δ

2M

) 2
3

. (16)

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè:

||Sαfδ − f ||L∞ ≤ Cδ
2
3 , (17)

ãäå C =M
1
3 · 2− 2

3 +M− 1
3 · 2 1

3 .

Èíîãäà íàì íå èçâåñòíî ïðî ôóíêöèþ f(x) íè÷åãî êðîìå, ÷òî f(x) ïðî-

èçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ìû âûáèðàåì α(δ) èç ñîîáðàæåíèé,

÷òî:

δ√
α
→ 0, δ → 0. (18)

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ïðèáëèæåíèþ ôóíêöèè Ðàññìîòðèì

÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîäñ÷åòà èíòåãðàëà ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî èíòåãðèðóåìà íà [0, 1]. Íàì òðåáóåòñÿ âû-

÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë:∫ b

a

f(x)dx. (19)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ñòåêëîâà (3.6). Îïåðàòîð Ñòåêëîâà äåéñòâóåò íà

[0, 1]. Ïîëîæèì, ÷òî f ∈ C[0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè x =

1/2 â (3.6) íåñóùåñòâåííû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áðàëàñü â ó÷åò ïðè ðåøåíèè Sα2f ïðèìåíèì ê

íåìó ìåòîä ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Sα2f =
1

α

∫ x+α

x

f(t)dt x ∈ [0,
1

2
]. (20)

Ðàçîáüåì [0, 1/2] íà N ÷àñòåé [xi−1, xi], i ∈ [1, N ],

0 = x0 < xi < ... < xn−1 < xn = 1/2, i ∈ [1, n],
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ò.ê. Sα2f, ãäå x ∈ [0, 12 ], òî ìû èìååì ðàçáèåíèå:

0 = x0 < xi < ... < xN
2 −1

< xN/2 =
1

2
,

ò.å. ïîëó÷èì:
1

α

∫ xi+α

xi

f(t)dt. (21)

Ïðèìåíèì ê (4.3) ìåòîä ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òàê êàê èíòåãðàë äåéñòâóåò

íà [xi, xi + α] ðàçîáüåì ýòîò îòðåõîê íà n ÷àñòåé.

Ðàçáèåíèå:

xi = tk < tk+h < ... < tn = xi + α, k ∈ [i, n].

1) Âû÷èñëèì h, ãäå n - ÷èñëî ðàçáèåíèé:

h =
xi + α− xi

n
=
α

n
⇒ h =

α

n
, n ∈ Z, α > h.

2) Âû÷èñëèì óçëû:

tk = xi + k · h, k ∈ [0, n].

k tk f(tk)

0 xi + 0 · h f(t0)

1 xi + 1 · h f(t1)

... ... ...

m xi +m · h f(tn)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

Sα2f =
1

α

∫ xi+α

xi

f(t)dt =
1

n

m−1∑
0

f(tk) =
1

n
[f(t0) + f(t1) + ...+ f(tm−1))].

Ïîëó÷èëè ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà äëÿ îïåðàòîðà Sα2. Ïðèìåíèì ê

Sα1f =
1

α

∫ x

x−α
f(t)dt, x ∈ [

1

2
, 1] (22)
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ìåòîä ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà xn áðàëàñü â ó÷åò ïðè

âû÷èñëåíèè. Ðàçîáüåì îòðåçîê [12 , 1] íà m ÷àñòåé:

1

2
= x0 < xj < ... < xm−1 < xm = 1.

Ïîëó÷èì:

1

α

∫ xj

xj−α
f(t)dt. (23)

Ðàçáèåíèå:

xj − α = tl < tl + h < ... < tm = xj l ∈ [1,m].

1) Âû÷èñëèì h, ãäå n - ÷èñëî ðàçáèåíèé:

h =
xj − (xj − α)

n
=
α

n
⇒ h =

α

n
, n ∈ Z, α > h.

2) Âû÷èñëèì óçëû: tl = (xj − α) + j · h, l ∈ [1,m].

l tl f(tl)

1 (xj − α) + 1 · h f(t1)

2 (xj − α) + 2 · h f(t2)

... ... ...

m (xj − α) +m · h f(tm)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

Sα1f =
1

α

∫ xj

xj−α
f(t)dt =

1

n

m∑
1

f(tl) =
1

n
[f(t1) + f(t2) + ...+ f(tm))].

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ïðèáëèæåíèþ ôóíêöèè ïðè ïî-

ìîùè îïåðàòîðà Sα. Äàíà òî÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x2. Íàøà çàäà÷à - ïî-

ñìîòðåòü, íà ñêîëüêî õîðîøî ðàçðûâíûå îïåðàòîð Ñòåêëîâà ïðèáëèæàåò ýòó

ôóíêöèþ.
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Ðèñóíîê 1 � Çíà÷åíèÿ: α = 0.3, n =
5

Ðèñóíîê 2 � Çíà÷åíèÿ: α = 0.1, n =
5

Ðèñóíîê 3 � Çíà÷åíèÿ: α =
0.05, n = 5

Ðèñóíîê 4 � Çíà÷åíèÿ: α = 0.3, n =
10

Íà ðèñóíêàõ 1-3 îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî ôóíêöèè Sα2(îòìå÷åíà çåëåíûì öâå-

òîì) è Sα1(îòìå÷åíà ñèíèì öâåòîì) ñòðèìÿòñÿ ê "èñõîäíîé" y = x2(îòìå÷åíà

ôèîëåòîâûì öâåòîì) ïðè α → 0. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óç-
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ëîâ ôóíêöèè Sα2 è Sα1 ò.å. ïðè n→∞ ðåçóëüòàò áëèæåòñÿ ê áîëåå òî÷íîìó

çíà÷åíèþ, ÷òî ìîæíî çàìåòèòü íà ðèñóíêàõ 1 è 4.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî âîññòàíîâëåíèþ ôóíêöèè

Ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè. Ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè ñ çàäàííîé ïî-

ãðåøíîñòüþ çàíèìàåò îäíî èç âàæíûõ ìåñò â íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çà-

äà÷àõ. Èíîãäà ÷òîáû ïðîâåðèòü ìåòîä íåäîñòàòî÷íî åãî ïðîâåðèòü àíàëèòè-

÷åñêè, íóæíî óäîñòîâåðèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè åãî ðàáîòû íà ïðèìåðàõ. Äëÿ

ýòîãî íóíæî ñìîäåëèðîâàòü ôóíêöèþ ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ è òîëüêî ïî-

òîì ïðèìåíÿòü äëÿ íåå òîò èëè èíîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b]. Ðàçîáüåì îòðåçîê íà n ÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì

[a, b] = {x0, x1, ..., xn}, ãäå xi− òî÷êè ðàçáèåíèé. Ôêíöèþ f(x) çàìåíèì íà-

áîðîì åå çíà÷åíèé â óçëàõ ò.å. f(x) = {f(x0), f(x1), ..., f(xn)}. Ñìîäåëèðó-
åì ôóíêöèþ fδ(x), êîòîðàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóäþùåìó íåðàâåíñòâó:

||fδ−f(x)||L2
≤ δ Ðàñïèøåì íîðìó â L2 ïî ôîðìóëå: ||f(x)||L2

=
√∫ b

a f(x)
2dx.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:
√∫ b

a (fδ(x))− f(x))2dx ≤ δ Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòå-

ãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ:
∫ b
a f(x)dx ≈

b−a
n

∑n−1
i−0 f(xi). ãäå n- ÷èñëî ðàçáèåíèé îòðåçêà. Ïîëó÷èì:√√√√b− a

n

n−1∑
i=0

(fδ(xi)− f(xi))2 ≤ δ (24)

Ïðîâåäåì ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè fδ(x). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íàáîð çíà÷å-

íèé fδ(xi) ïî ôîðìóëå:

fδ(xi) = f(xi) + (−1)iAiδ, Ai − random[0, 1], i = 0, 3, ..., n (25)

Çàòåì èñïîðòèì íåêîòðûå çíà÷åíèÿ fδ(xi) ñ ïîìîùüþ âñïåëñêîâ â òî÷êàõ

j=1,2 ïî ôîðìóëå:

fδ(xj) = f(xj) + (−1)jAjδN, Aj − random[0, 1], (26)
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ãäå N - õàðàêòåðåçóåò âñïëåñê. Ïîäñòàâèì â (2) fδ èç ôîðìóë (3) è (4). Òî-

ãäà ïîëó÷àåì:
√

b−a
n (
∑n

i=0((−1)iAiδ)
2 +

∑2
j=1((−1)jAjδN)2) ≤ δ Ïðîâåäåì

÷èñëååííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ôóíêöèè f(x) = x2, a = 0, b = 1.√
1

n
(
n∑
i=0

((−1)iAiδ)
2 +

2∑
j=1

((−1)jAjδN)2) ≤ δ (27)

Çàäàåì n, δ,N Âûáèðàåì Ai òàê ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà (27).

Ïðîâåäåì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíòà ïî âîññòàíîâëåíèèþ ôóíêöèè ïðè ïî-

ìîùè îïåðàòîðà Sαfδ. Äàíà òî÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x2, íà îñíîâåå åå ìû

ìîäåëèðóåì ôóíêöèþ fδ(x) ïî íåêîòðîìó çàêîíó. Íàøà çàäà÷à - ïîñìîòðåòü,

íà ñêîëüêî õîðîøî ðàçðûâíûé îïåðàòîð Ñòåêëîâà âîññòàíàâëèâàåò ýòó ôóíê-

öèþ ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì fδ(xi) è óçíàòü êàê ñîãëàñóåòñÿ ïàðàìåòðû α

è δ. Íà ðèñóíêàõ 5 -7,ãäå δ - ïðèáëèæåíèå,N - îáùåå ÷èñëî óçëîâ íà [0, 1], à n

- ÷èñëî óçëîâ [xi;xi+i] è [xi−i;xi] ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî

ôóíêöèè Sα2fδ (îòìå÷åíà ñèíèì öâåòîì) è Sα1fδ (îòìå÷åíà êðàñíûì öâå-

òîì) ñòðèìÿòñÿ ê "èñõîäíîé" y = x2 (îòìå÷åíà ôèîëåòîâûì öâåòîì) ïðè

δ → 0. Ôóíêèè Sα2fδ, Sα1fδ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè fδ, çàäàíàÿ äèñ-

êðåòíî è ñìîäåëèðîâàíà ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà óçëîâ ôóíêöèè Sα2 è Sα1, ò.å. ïðè n → ∞, ðåçóëü-
òàò áëèæåòñÿ ê áîëåå òî÷íîìó çíà÷åíèþ, ÷òî ìîæíî çàìåòèòü íà ðèñóíêàõ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà ôóíêöèèè fδ, ñ áîëüøèìè âñïëåñêàìè, âîññòàíîâëå-

íèå ïðîèñõîäèò ñ íåêîòîðûìè îòêëîíåíèÿìè. Ãäå âñïëåñêè íå ÿðêîâûðàæå-

íû - ôóíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëó÷øå. Ïðè ïîäñ÷åòå α áûëà èñïîëüçîâàíà

ñïåöèàëüíàÿ ôîðìóëà ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëîâà, â

êîòîðîé åñòü çàêîíîìåðíîñòü òàêàÿ, ÷òî ÷åì òî÷íåå âûáðàíà δ, òåì òî÷íåå

ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ, ïðîùå ãîâîðÿ: α(δ) → 0 ïðè δ → 0. Ðåçóëüòàòû âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïðèâåäåíû äàëåå íà ðèñóíêàõ:
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Ðèñóíîê 5 � Çíà÷åíèÿ: δ =
0.055, n = 10, N = 80

Ðèñóíîê 6 � Çíà÷åíèÿ: δ =
0.055, n = 10,N = 100

Ðèñóíîê 7 � Çíà÷åíèÿ: δ = 0.02, n =
5,N = 120

Ðèñóíîê 8 � Çíà÷åíèÿ: δ =
0.055, n = 10,N = 120
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Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèïëîìíîé ðàáîòû áûëè èçó÷åíû îñ-

íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû êàñàòåëüíî êîððåêòíî è íåêîððåêòíî ïîñòàâ-

ëåííûõ çàäà÷, à òàê æå èçó÷åíà îñíîâíàÿ ëèòåðàòóðà îòíîñèòëüíî âîññòà-

íîâëåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïðè ïîìîùè ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà Ñòåêëî-

âà. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ðàçðûâíûé îïåðàòîð

Ñòåêëîâà òî÷íî ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ f(x) = x2. Âñå ïðîâåäåííûå èññëåäî-

âàíèÿ ïîçâîëèëè áîëåå óãëóáëåííî èçó÷èòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè

îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà. Ïðè ïîìîùè äàííîãî îïåðàòîðà áûë ïðèâåäåí ýêñïå-

ðèìåíò ïî âîññòàíîâëåíèþ ôóíêöèè, áûëî ñäåëàíî ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè

ñ ïîãðåøíîñòüþ è åå âîññòàíîâëåíèå. Îòìå÷åíî, ÷òî ÷åì áîëüøå âñïëåñê ó

ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè, òåì õóæå îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ. È íàîáîðîò. Òàê

æå áûëà ïîëó÷åíà çàêîíîìåðíîñòü: ÷åì òî÷íåå âûáðàíî δ è ôîðìóëà äëÿ ñî-

ãëàñîâàíèÿ α è δ òåì òî÷íåå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ

ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ íà ÿçûêå C++ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-

ìåíòà .
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