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Ââåäåíèå. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè êîýôôèöèåíòà

îòðàæåíèÿ S ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ u è α, â òî âðåìÿ êàê îáðàòíàÿ

çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà u è ïîñòîÿííîé α èç

êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ S. Áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû èçó÷èòü ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ðàññåÿíèÿ (u, α) 7→ S è S 7→ (u, α)

ñîîòâåòñòâåííî.

Öåëü. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåîðèè ïðÿ-

ìîé è îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåì 2x2 ZS-AKNS (èçó÷åííûõ Çà-

õàðîâûì è Øàáàòîì, Àáëîâèòöåì, Êàóïîì, Íüþýëëîì, è Ñåãóðîì â 1970-õ

ãîäàõ) íà ïîëóîñè ïðè ìèíèìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èíòåãðèðóåìîñòè ïî-

òåíöèàëîâ è îáùèõ ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. À èìåííî, ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ZS-AKNS

y′ = Qy + ikσ3y (1)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

e−iαy1(0, k)− eiαy2(0, k) = 0, α ∈ [0, π). (2)

Çäåñü k ∈ C - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,

σ3 :=

(
1 0

0 − 1

)
, Q(x) :=

(
0 u(x)

u(x) 0

)
, y(x, k) :=

(
y1(x, k)

y2(x, k)

)
,

à êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë u ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó L1(R+) ∩
Lp(R+), c ôèêñèðîâàííûì p ∈ [1,∞).

Ñòðóêòóðà ÂÊÐ. Äàííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç 2 ðàçäåëîâ:

1) Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà

êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ. Òàêæå ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Ìàð÷åíêî, ñâÿçûâàþ-

ùåå ÿäðî îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ.

2) Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ðåøåíèå Éîñòà Ψ ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðåøåíèåì 2x2 óðàâíåíèÿ (1) äëÿ

âåùåñòâåííûõ íåíóëåâûõ k, ïîä÷èíÿþùååñÿ àñèìïòîòèêå

Ψ(x, k) = exp(ikxσ3)(1 + o(1)), x→∞ (3)

Còîëáöû ψ1 := (ψ11, ψ21)
t è ψ2 := (ψ12, ψ22)

t ðåøåíèÿ Éîñòà îáðàçóþò ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Äàëåå ìû ââîäèì êîýôôèöèåíò

îòðàæåíèÿ S, òðåáóÿ, ÷òîáû ðåøåíèå

ϕ(x, k) := ψ1(x, k) + S(k)ψ2(x, k)

èç (1) óäîâëåòâîðÿëî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2); ϕ íàçûâàåòñÿ ðàññåèâàþùèì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ñïðàâåäëèâà àñèìïòî-

òèêà:

ϕ(x, k) =

[
eikx

(
1

0

)
+ S(k)e−ikx

(
0

1

)]
(1 + o(1)), x→∞.

Ïîëåçíî âûäåëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ Éîñòà Ψ ñèñòåìû (1), ïîëîæèâ

Ψ(x, k) = M(x, k)exp(ikxσ3), (4)

ãäå Ì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â M2(C); òîãäà M óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

M ′ = ik(σ3M −Mσ3) +QM (5)

è èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

M(x, k) = I(1 + o(1)), x→∞ (6)
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Ðåøåíèå (5) îáëàäàåò î÷åíü ïîëåçíûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, êîòî-

ðîå äàåò ñòàíäàðòíîå òðåóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé Éîñòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ X+
p (X+

p := L1(R+) ∩ Lp(R+)

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî) . Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: (i) äëÿ ëþáîãî k ∈ R,
çàäà÷à (5)-(6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; (ii) ýòî ðåøåíèå M(·, k) èìååò

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

M(x, k) = I +

∫ ∞
0

Ã(x, ζ)exp(2ikζσ3)dζ

c íåêîòîðûì ìàòðè÷íûì ÿäðîì Ã; êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå

R+ 3 x 7→ Ã(x, ·) ∈ X+
p ⊗M2(C)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì; (iii) ÿäðî Ã óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

‖Ã(x, ·)‖L1(R+) ≤ exp(η(x))− 1,

‖Ã(x, ·)‖Lp(R+) ≤ exp(η(x))γ(x),

ãäå

η(x) =

∫ ∞
x

‖u(ζ)‖dζ, γ(x) = [

∫ ∞
x

‖u(ζ)‖pdζ]1/p.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R+, îòîáðàæåíèå u 7→ Ã(x, ·) èç

X+
p â X+

p ⊗M2(C) íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî k, ðåøåíèå Éîñòà Ψ ñèñòåìû

(1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Ψ(x, k) = [I +

∫ ∞
0

Ã(x, ζ)exp(2ikζσ3)dζ]exp(ikxσ3), (7)

ãäå Ã èç ïðåäëîæåíèÿ 1.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u è ÿäðî Ã òå æå, ÷òî â ïðåäëîæåíèè

1; òîãäà u(x) =-Ã12(x, 0) = −Ã21(x, 0), òàê ÷òî

Q(x) = −

(
0 Ã12(x, 0)

Ã21(x, 0) 0

)
(8)

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Éîñòà s ÷åðåç

s(k) := e−iαΨ11(0, k)− eiαΨ21(0, k);

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ôóíêöèÿ Éîñòà s ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

s(k) = e−iα +

∫ ∞
0

(e−iαÃ11(0, ζ)− ei,αÃ21(0, ζ))e2ikζdζ

èñïîëüçóÿ òåïåðü ñâîéñòâà ÿäðà Ã ïðåäëîæåíèå 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå.

Cëåäñòâèå 4. Äëÿ êàæäîãî u ∈ X+
p ñóùåñòâóåò òàêîå f ∈ X+

p , ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Éîñòà s ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

s(k) = e−iα +

∫ ∞
0

f(ζ)e2ikζdζ (9)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ s ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-

íûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z, îïðåäåë¼ííîé â çàìêíó-

òîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ ïî ôîðìóëå

s(z) := e−iα +

∫ ∞
0

f(ζ)e2izdζ (10)

ÿñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â C+, à òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ

â C+.

Äàëåå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç X̂p áàíàõîâó àëãåáðó ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

ôóíêöèé èç Xp ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì è ÷åðåç 1 + X̂p óíèòàëüíîå ðàñøè-

ðåíèå X̂p, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ââîäèì áàíàõîâó àëãåáðó X̂+
p ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ôóíêöèé èç X+

p

è å¼ óíèòàëüíîå ðàñøèðåíèå 1 + X̂+
p .
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Ëåììà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = β + ĝ, ãäå β ∈ C è g ∈ Xp (ñî-

îòâåòñòâåííî, g ∈ X+
p ), ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áàíàõîâîé àëãåáðû 1 + X̂p

(ñîîòâåòñòâåííî, áàíàõîâîé àëãåáðû 1 + X̂+
p ). Òîãäà f îáðàòèìî â 1 + X̂p

(ñîîòâåòñòâåííî, â X̂+
p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β 6= 0 è f íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà R (ñîîòâåòñòâåííî íà C+).

Cëåäñòâèå 6. Ôóíêöèÿ Éîñòà s ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì áàíàõî-

âîé àëãåáðû 1 + X̂+
p . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ X+

p , ÷òî

s−1(z) = eiα +

∫ ∞
0

g(ζ)e2izζdζ (11)

äëÿ âñåõ z ∈ C+.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (9) è (11), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ S.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ X+
p ; òîãäà ñóùåñòâóåò F ∈ Xp

òàêàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ S ïðèíèìàåò âèä

S(k) = e−2iα +

∫ ∞
−∞

F (ζ)e2ikζdζ. (12)

Òåîðåìà 8. WR(S) = 0, ãäå WR(S) := logS(+∞)−logS(−∞)
2πi .

Ïî çàäàííîé ôóíêöèè F èç (12), îïðåäåëèì

Ω(x) :=

(
0 F (x)

F (x) 0

)
(13)

Ëåììà 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ X+
p ; òîãäà ÿäðî Ã è ìàòðèöà Ω óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ Ìàð÷åíêî

Ã(x, ζ) + Ω(x+ ζ) +

∫ ∞
0

Ã(x, t)Ω(x+ t+ ζ)dt = 0 (14)

ïî÷òè äëÿ âñåõ ζ > 0.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò S : R→ C ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Sp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) ñóùåñòâóþò F ∈ Xp è β ∈ [0; π) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

S(k) = e−2iβ +

∫ ∞
−∞

F (ζ)e2ikζdζ; (15)

(2) êîýôôèöèåíò S óíèìîäóëÿðåí íà R, ò.å. (S(k))−1 = S(k), äëÿ âñåõ

âåùåñòâåííûõ k;

(3) WR(S) = 0.

Ñóùåñòâóåò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå

Sp : Up → Sp

êîòîðîå êàæäîé ñèñòåìå ZN-AKNS (1)-(2), îïðåäåëÿåìîé (u, α) ∈ Up, ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ S ∈ Sp. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò îáðàç

îòîáðàæåíèÿ Sp è óòâåðæäàþò åãî íåïðåðûâíîñòü.

Òåîðåìà 10. Êîýôôèöèåíò S ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ

çàäà÷è (1)-(2), ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó (u, α) ∈ Up, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà S ïðèíàäëåæèò Sp è ÷èñëî β â åãî èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

(15) ðàâíî α.

Òåîðåìà 11. Îòîáðàæåíèå Sp ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 10, 11 îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S - ôèêñèðîâàííûé êîýôôèöèåíò èç Sp; ïî îïðåäå-

ëåíèþ S äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (15), ãäå F ∈ Xp è β ∈ [0;π). Äðóãèìè
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ñëîâàìè, F çàäàíà ðàâåíñòâîì

F (ζ) :=
1

π

∫ ∞
−∞

(S(k)− e−2iβ)e−2ikζdk. (16)

Äàëåå ìû ôîðìèðóåì ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ

Ω(x) :=

(
0 F (x)

F (x) 0

)
(17)

Äëÿ S ∈ Sp ñîîòâåòñòâóþùåãî F ∈ Xp è β ∈ [0, π) â (15), ìû ñòðîèì

ìàòðè÷íîå ÿäðî Ω â (17) è çàòåì ðàññìàòðèâàåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå(ñì.

óðàâíåíèå (14))

Ã(x, ζ) + Ω(x+ ζ) +

∫ ∞
0

Ã(x, t)Ω(x+ t+ ζ)dt = 0, x ≥ 0 (18)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç g := (Ã11,Ã12) è f = (0, F ) ïåðâûå ñòðîêè ìàòðèö Ã è Ω

ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

g(x, ·) + f(x+ ·) +HΩ(x)g(x, ·) = 0, x ≥ 0. (19)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ≥ 0, óðàâíåíèå (19) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå g(x, ·), ïðèíàäëåæàùååX+
p ; òîãäà, èñõîäÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3, âîçüì¼ì

u(x) := −Ã12(x, 0) (20)

êàê ïðåäïîëàãàåìûé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ZS-AKNS.

Ëåììà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ∈ Sp ñâÿçàí ñ F ∈ Xp è β ∈ [0, π)

ñîîòíîøåíèåì (16), ñôîðìèðîâàâ ÿäðî ìàòðèöû Ω ïî ôîðìóëå (17), è ðåøèì

óðàâíåíèå Ìàð÷åíêî (18). Òîãäà êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ñèñòåìû ZS-AKNS

(1) ñ ïîòåíöèàëîì u, çàäàííûì (20) è ïîä÷èí¼ííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2)

ïðè α := β, ñîâïàäàåò ñ S.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ìû âûâåëè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ðåøåíèÿ Éîñòà, îïèñàëè ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ S è âûâåëè ñî-
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îòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ìàð÷åíêî. Äàëåå ìû îáñóäèëè ñâîéñòâà íåêîòîðûõ

âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è äî-

êàçàëè ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî. Çàòåì ìû îáîñíîâàëè àëãîðèòì

âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè u è êîíñòàíòû α ïî çàäàííîìó êîýô-

ôèöèåíòó îòðàæåíèÿ S è äîêàçàëè òåîðåìû, äàþùèå õàðàêòåðèçàöèþ îáðàçà

è óòâåðæäàþùèå íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ðàññåÿíèÿ.
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