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Ââåäåíèå. Òåîðèÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé çàíèìàåò âàæ-

íîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé ãàçîâîé äèíàìèêå. Åå ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû áû-

ëè çàëîæåíû Ë.È. Ñåäîâûì, Ê.Ï. Ñòàíþêîâè÷åì, ß.Á. Çåëüäîâè÷åì, Þ.Ï.

Ðàéçåíîì è äðóãèìè âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè. Â ðàìêàõ óêàçàííîé òåîðèè èí-

òåíñèâíî èññëåäóþòñÿ äâå çàäà÷è, èìåþùèå íåìàëîâàæíîå ïðèêëàäíîå çíà-

÷åíèå: çàäà÷à î ñèëüíîì òî÷å÷íîì âçðûâå è çàäà÷à î ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé

âîëíå. Â äàííîé ðàáîòå ýòè çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óäàð-

íàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ãàçå ïðèíóëåâîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû.

Âïåðâûå çàäà÷à î ñèëüíîì òî÷å÷íîì âçðûâå áûëà ðåøåíà íåçàâèñèìî Ë.È.

Ñåäîâûì è Òåéëîðîì. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðàçìåðíîñòåé ïîìîãëî Ñåäîâó ïî-

ëó÷èòü îäèí äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðåøåíèå, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè-

âåëî ê òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë âû-

ðàæàåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè, âûäåëèâøåéñÿ ïðè âçðûâå,

âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ðàñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíîé. Îòìåòèì, ÷òî

â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå òå÷åíèå çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïîëàãàåòñÿ

àäèàáàòè÷åñêèì. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ òî÷å÷íîãî âçðûâà ïîëó÷èëà ìîùíîå

ðàçâèòèå.

Äðóãèì ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå àäèàáàòè÷-

íîñòè çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì ãîìîòåðìè÷íîñòè.

Âïåðâûå çàäà÷à î ñèëüíîì òî÷å÷íîì âçðûâå â òàêîé ïîñòàíîâêå áûëà ðàññìîò-

ðåíà Â.Ï. Êîðîáåéíèêîâûì è, íåçàâèñèìî, Î.Ñ. Ðûæîâûì è Ã.È. Òàãàíîâûì.

Àâòîðàìè áûë èçó÷åí ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè äâèæåíèÿ. Çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïðè ãîìîòåðìè÷åñêîì òå÷åíèè íå âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à î ñèëüíîé ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíå âïåðâûå áûëà ðåøåíà Ãóäåð-

ëååì â 1942 ã. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå òå÷åíèå çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû

òàêæå ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì. Çàäà÷à î ñèëüíîé ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíå

äëÿ ñëó÷àÿ ãîìîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü Ò.À. Æóðàâñêîé è

Â.À. Ëåâèíûì, à òàêæå À.Ä. Çóáîâûì è Ì.À. Çóáîâûì.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî çà ôðîíòîì

ñèëüíîé ðàñõîäÿùåéñÿ èëè ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû â ìàëîé îêðåñòíîñòè

öåíòðà èëè îñè ñèììåòðèè. Â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à äîïóñêàåò àâòîìîäåëüíóþ

ïîñòàíîâêó.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ÑÊÀ Maple, òî ìîæíî îòíåñòè ê íîâèçíå

ðàáîòû.

Ðàáîòà ñîäåðæèò äâà ðàçäåëà. Â ïåðâîì ðàçäåëå äà�åòñÿ îáçîð è ïðèâî-

äÿòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè òî÷å÷íîãî âçðûâà, êîòîðûå óïðîùàþò ïî-

íèìàíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è å�å ïðèëîæåíèé è ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå

çàäà÷è îá îäíîìåðíîì ñèëüíîì òî÷å÷íîì âçðûâå â îäíîðîäíîé ãàçîâîé ñðåäå

ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû äëÿ ñëó÷àåâ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé

è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè òå÷åíèÿ. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå

çàäà÷è îá ðàñïðîñòðàíåíèè ñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ óäàð-

íûõ âîëí â èäåàëüíîì ãàçå â ñëó÷àå ãîìîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ðåçóëüòàòû

ðàñ÷�åòîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïîíÿòèå î ãîìîòåðìè÷åñêèõ

òå÷åíèÿõ. Òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, ïðè êîòîðûõ T = T (t), íàçûâàþòñÿ

ãîìîòåðìè÷åñêèìè, â îòëè÷èå îò èçîòåðìè÷åñêèõ, êîãäà òåìïåðàòóðà âîîáùå

ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, T = const.

Îòìåòèì çàäà÷ó î ìîùíîì ïîäâîäíîì âçðûâå, íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ êîòîðîãî

ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ â ïðèáëèæåíèè ãîìîòåðìè÷íî-

ñòè ñðåäû.

Äëÿ ãîìîòåðìè÷åñêèõ çàäà÷ òåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äîïóñêàåò

ñëåäóþùóþ îáùóþ ôîðìó :

P = Ψ(T )ϕ(ρ/ρ0),

ãäå ϕ(ρ/ρ0) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè, à Ψ(T ) ôóíê-

öèÿ òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò âðåìåíè.

Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëåäóþùåé ôîðìîé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

P = c2ρ, c = cT =

√
R0T

µ
,

ãäå R0 � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; c � èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

çâóêà; µ � ìîëåêóëÿðíûé âåñ ãàçà.

Â îòëè÷èå îò àäèàáàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, â ãîìîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àå àâòîìî-

äåëüíîé ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-

ãèè, ÷òî, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè îòëàäêå ÷èñëåííûõ ãàçîäèíà-

ìè÷åñêèõ ìåòîäèê íà ñòàäèè îòëàäêè áåç ýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò è íåñîìíåííûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, â òîì

÷èñëå â èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññàìè, îáóñëîâëåííûìè âíåøíèì

íàãðåâîì ëàçåðíûì èëè äðóãèì èçëó÷åíèåì, ïðîíèçûâàþùèì îïòè÷åñêè òîí-

êèé, ìàëîïëîòíûé ãàç. Îòìå÷åííûé ðåæèì ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ è òåïëîïðîâîä-

íîé òÿæ¼ëîé îáîëî÷êîé. Ðåàëüíûé òåïëîâîé èìïóëüñ â ãîìîòåðìè÷åñêîì ãàçå

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëó÷åííûì íèæå àñèìïòîòè÷åñêèì ïðîôèëåì.

Ïðè òàêîì ðåæèìå êóìóëÿöèè äîñòèãàåòñÿ íå òîëüêî âûñîêàÿ ïëîòíîñòü

ýíåðãèè, íî è âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïðîèçâîëüíî âûñîêèõ ïëîòíîñòåé âåùå-

ñòâà, â îòëè÷èå îò àäèàáàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì ñæàòèå íå ìîæåò

ïðåâîñõîäèòü âåëè÷èíû (γ + 1)/(γ − 1), ãäå γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû ãàçà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òî÷å÷íîì âçðûâå â ãàçå. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâ-

êó çàäà÷è î òî÷å÷íîì âçðûâå. Â ìîìåíò t = 0 â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå, êîòîðóþ

äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ãàçîì, â òî÷êå, âäîëü ïðÿìîé èëè âäîëü

ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò âçðûâ, ò. å. ìãíîâåííî âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ

E0. Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîãî çàðÿäà ýíåðãèÿ E0 ðàññ÷èòàíà íà åäèíèöó

äëèíû, äëÿ ïëîñêîãî çàðÿäà � íà åäèíèöó ïëîùàäè. Â ýòîé ïîñòàíîâêå ìû

íå ó÷èòûâàåì ìàññó, ôîðìó è ðàçìåðû âåùåñòâà, âûäåëÿþùåãî ýíåðãèþ.

Ïðè âçðûâå íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìååòñÿ ðåçêèé

ñêà÷îê õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ, ò. å. îáðàçóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà. Òðåáóåò-

ñÿ îïðåäåëèòü äâèæåíèå ãàçà çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû è çàêîí äâèæåíèÿ

óäàðíîé âîëíû, åñëè èçâåñòíû íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà ρ1 è

íà÷àëüíîå äàâëåíèå p1. Ïëîòíîñòü ρ1 è äàâëåíèå p1 áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿí-

íûìè.

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ãàç ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì è äëÿ äâèæåíèÿ çà óäàðíîé

âîëíîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àäèàáàòè÷íîñòè, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðè-

ðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

∂υ

∂t
+ υ

∂υ

∂r
+

1

ρ

∂p

∂r
= 0,

∂ρ

∂t
+ υ

∂ρ

∂r
+ ρ

(
∂υ

∂r
+
ν − 1

r
υ

)
= 0,

∂p

∂t
+ υ

∂p

∂r
+ γp

(
∂υ

∂r
+
ν − 1

r
υ

)
= 0.

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ôðîíòå óäàðíîé

âîëíû
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υ2 =
2

γ + 1

1− q
√
q
a1, ρ2 =

γ + 1

γ − 1 + 2q
q1, p2 =

2γ − (γ − 1) q

(γ + 1) q
.

Âìåñòî óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè òå÷åíèÿ çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðåäïî-

ëîãàåòñÿ íàëè÷èå èíòåíñèâíîãî òåïëîîáìåíà. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðèìåì, ÷òî â

îáëàñòè äâèæåíèÿ ãàçà îòñóòñâóåò ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, ò. å.
∂T

∂r
= 0. Ýòî

ïðåäïîëîæåíèå î õàðàêòåðå òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâè-

òèÿ âçðûâà áîëüøîé ìîùíîñòè (íàïðèìåð, àòîìíîãî âçðûâà), êîãäà â îáëàñòè

òå÷åíèÿ ãàç èìååò âûñîêóþ òåìïåðàòóðó, è â ñëåäñòâèè èçëó÷åíèÿ è òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ïðîèñõîäèò ñèëüíûé òåïëîîáìåíìåæäó ÷àñòèöàìèãàçà. Â àòîì-

íîì âçðûâå ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèìåðíî òîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ âçðûâà,

êîãäà ôðîíò óäàðíîé âîëíû åùå íå îòîðâàëñÿ îò îãíåíîãî øàðà. Â ñèëó âû-

øåóêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíè, òåìïåðàòóðà â îáëàñòè òå÷åíèÿ çàâèñèò òîëüêî

îò âðåìåíè è íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà âçðûâà, ò. å. T = T (t).

Òàêèå òå÷åíèÿ, êîãäà T = T (t), ìû áóäåì íàçûâàòü ãîìîòåðìè÷åñêèìè, â

îòëè÷èå îò èçîòåðìè÷åñêèõ, êîãäà òåìïåðàòóðà ñ÷èòàåòñÿ âîîáùå ïîñòîÿííîé

(T = const).

Òàê æå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ1 ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà çà-

âèñèò îò êîîðäèíàòû ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ1 =
A

ξω
, (1)

ãäå A � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ [A] = MLω−3, ω � îòâëå-

÷åííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùàÿ ðàññìàòðèâà-

åìûå îäíîìåðíûå íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ, èììåò âèä



∂υ

∂t
+ υ

∂υ

∂r
+

1

ρ

∂p

∂r
= 0,

∂ρ

∂t
+ υ

∂ρ

∂r
+ ρ

(
∂υ

∂r
+
ν − 1

r
υ

)
= 0,

∂T

∂r
= 0.

(2)
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Ñèëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ïðè ãîìîòåðìè÷åñêîì òå÷åíèè. Ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷å-

ñêèõ óäàðíûõ âîëí â èäåàëüíîì ãàçå â ñëó÷àå ãîìîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ.

Èäåàëèçèðóÿ ðåàëüíûé ïðîöåññ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ïîñòóïàåò â

íåîãðàíè÷åííûé îáúåì ãàçà íà áåñêîíå÷íîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåò-

ñÿ ñèëüíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ çàâèñèìîñòü ðàäèóñà ýòîé

óäàðíîé âîëíû îò âðåìåíè t ÷åðåç R(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ãàçå ñ ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ

ρ0.

Ïîñêîëüêó ïîòîê ãàçà îäíîðîäíîé òåìïåðàòóðû, òî óäàðíàÿ âîëíà çàâèñèò

òîëüêî îò âðåìåíè t. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ãàç ñ áåñêîíå÷íî âûñîêîé òåïëî-

ïðîâîäíîñòüþ òàê, ÷òî òåìïåðàòóðà â ñðåäå âûðàâíèâàåòñÿ çà î÷åíü êîðîòêîå

âðåìÿ. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà èìååò òîëüêî ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ u è

îíà, êàê äàâëåíèå p è ïëîòíîñòü ρ, çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè è ðàäèàëü-

íîé êîîðäèíàòs r â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, â

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà äîñòèãàåò öåíòðà ñèì-

ìåòðèè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè t < 0 ñîîòâåòñòâóåò

äâèæåíèþ ãàçà äî òîãî, êàê îíà ñôîêóñèðóåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå ôóíêöèè ρ(r, t) , u(r, t), T (t) è p(r, t) â îáëàñòè

(r, t) : t < 0; r > R(t) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé


∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r
+ ρ

∂u

∂r
+

(ν − 1)ρu

r
= 0,

∂T

∂r
= 0

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+
R0T

ρ

∂ρ

∂r
= 0, p = ρR0T

(3)

ãäå R0 � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ν � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (ν = 3 äëÿ

ñôåðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí è ν = 2 äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí).

Îòíîøåíèÿ ïðè ñêà÷êå äàâëåíèÿ èìåþò âèä

u(R(t), t) =
2

γ + 1
D(t), ρ(R(t), t) =

γ + 1

γ − 1
ρ0, T (t) =

2(γ − 1)

(γ + 1)2R0
D2(t) (4)
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ãäå D(t) = R(t) - ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû, à y > 1 � àäèàáàòè÷åñêèé èíäåêñ

Ïóàññîíà.

Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ãàçà. Ïðè ω = 0 óðàâíå-

íèå èìååò âèä:

f
′
=

ν
2(Λ− f)Λ− (ν − 1)

1− (Λ− f)2
f

Λ
. (5)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíè ÿðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ðàññìîòðèì ïîëå èíòå-

ãðàëüíûõ êðèâûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü èç ìíîæåñòâà

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íàéòè åäèíñòâåííóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ

óäâîëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì .

Èññëåäóåì óðàâíåíèå (5) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ν.

à) Ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðè ν = 3 óðàâíåíèå (5) â èíòåðåñó-

þùåé íàñ îáëàñòè ïëîñêîñòè Λ, f èìååò ñëåäóþùèå îñîáûå òî÷êè:

O(0, 0), A(1, 0), B
(
4
3 ,

1
3

)
.

Îñîáàÿ òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì. Â íåå âõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå:

ïðÿìàÿ Λ = 0 è ïðÿìàÿ f = 0. Îñîáàÿ òî÷êà A � óçåë, ïðè÷åì â òî÷êó A

âõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ f = 0. Â îñîáîé òî÷êå B èìååì ñåäëî, â íåå

âõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñ íàêëîíîì êàñàòåëüíûõ

N1 = 1, 3624, N2 = −0, 4624.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà óäàðíîé âîëíå

f 2(Λ2) =
1

2
(Λ2 +

√
Λ2
2 − 4)

äàåò íàì â ïëîñêîñòè Λ, f êðèâóþ, êîòðóþ äîëæíà ïåðåñåêàòü èñêîìàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

á) Ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðè ν = 2 èç óðàâíåíèÿ (5) èìååì:

f
′
=
f

Λ

Λ(Λ− f)− 1

1− (Λ− f)2
. (6)

Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé Λ ýòî óðàâíåíèå èìååò äâå îñîáûå òî÷êè O(0, 0) è

A(0, 1). Îñîáàÿ òî÷êà O � ñåäëî. Â ýòó òî÷êó âõîäÿò ïðÿìûå f = 0, Λ = 0.
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Òî÷êà A åñòü îñîáàÿ òî÷êà ðàöèîíàëüíîãî õàðàêòåðà. Êðèòè÷åñêèìè íàïðàâ-

ëåíèÿìè, ò. å. íàïðâëåíèÿìè, âäîëü êîòîðûõ êðèâûå âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó,

ÿâëÿþòñÿ N1 = 0, N2 = 1.

â) Ñëó÷àé ïëîñêîé ñèììåòðèè. Â ñëó÷àå ïëîñêîé ñèììåòðèè èìååì:

f
′
=

f(Λ− f)

2[1− (f − Λ)2]
. (7)

Ñëó÷àé ïåðåìåííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ãàçà. Áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü òîëüêî ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ν = 3), òàê êàê îí ïðåäñòàâëÿåò

íàèáîëüøèé èíòåðåñ. Óðàâíåíèå

f
′
=

ν − ω
2

Λf(Λ− f) + ωΛ− (ν − 1)f

Λ[1− (Λ− f)2]
. (8)

â îáëàñòè òå÷åíèÿ çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû èìååò îñîáûå òî÷êè. ×èñëî

ýòèõ îñîáûõ òî÷åê è èõ õàðàêòåð çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ω. Íàñ èíòåðåñóåò

òàêîé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ω:

0 < ω < 3.

Ýòîò èíòåðâàë ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè:

1)0 < ω < ω11; 2)ω11 < ω < ω22; 3)ω22 < ω < 3,

ãäå ω11 è ω22 îïðåäåëèì íèæå.

1) 0, ω < ω11. Äëÿ çíà÷åíèé ω, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå 1), óðàâíåíèå (8)

èìååò òðè îñîáûå òî÷êè:

O(0, 0), A(ΛA, fA), B(ΛB, fB).

Êîîðäèíàòû òî÷åê A è B îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì


fA = − ω − 1

2(3− ω)
+

√
(ω − 1)2

2(3− ω)2
− 2ω

3− ω
; ΛA = fA + 1,

fB = − ω − 1

2(3− ω)
−

√
(ω − 1)2

2(3− ω)2
− 2ω

3− ω
; ΛB = fB + 1;

(9)
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2) ω11 < ω < ω22. Óðàâíåíèå (8) â ýòîì ñëó÷àå èìååò òîëüêî îäíó îñîáóþ

òî÷êó O(0, 0).

3) ω22 < ω < 3. Äëÿ ω ëåæàùèõ â èíòåðâàëå 3), óðàâíåíèå (8) èìååò

òðè îñîáûå òî÷êè: O(0, 0), A è B. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû òî÷åê A è B

íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì


fA =

ω − 1

2(3− ω)
+

√
(ω − 1)2

2(3− ω)2
− 2ω

3− ω
; ΛA = fA − 1,

fB =
ω − 1

2(3− ω)
−

√
(ω − 1)2

2(3− ω)2
− 2ω

3− ω
; ΛB = fB − 1.

(10)

Óêàçàííûå âûøå çíà÷åíèÿ ω11 è ω22 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå

ïîëó÷èòñÿ,åñëè ïðèðàâíÿòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (9) ê íóëþ:

ω11 =
13− 4

√
10

9
≈ 0, 039; ω22 =

13 + 4
√

10

9
≈ 2, 850.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ω = ω11 èëè ω = ω22, óðàâíåíèå (8) èìååò òîëüêî äâå îñîáûå

òî÷êè: òî÷êó O è òî÷êó A, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ ΛA = ΛB è fA = fB. Â

îñîáîé òî÷êå O ïðè ëþáîì çíà÷êåíèè ω èìååì ñåäëî.

Ñèëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ïðè ãîìîòåðìè÷åñêîì òå÷åíèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìîò-

ðèì âîïðîñ î ðàñïðîñòðàíåíèè ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí

(ÓÂ) â ñîâåðøåííîì ãàçå ïåðåìåííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ïðè ãîìîòåðìè-

÷åñêîì òå÷åíèè .

Èäåàëèçèðóÿ ðåàëüíûé ïðîöåññ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ê íåîãðàíè÷åííîìó

îáúåìó ãàçà íà áåñêîíå÷íîñòè ïîäâåäåíà ýíåðãèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðà-

çóåòñÿ ñèëüíàÿ ÓÂ (ïðîòèâîäàâëåíèåì ïðèíåáðåãàåì); èñêîìóþ çàâèñèìîñòü

ðàäèóñà ýòîé óäàðíîé âîëíû îò âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü R(t). Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî ÓÂ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó ñ ïåðåìåííîé íà÷àëüíîé

ïëîòíîñòüþ ρ0, ðàñïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïîêà-

çàòåëåì ω.

ρ0 = arω, a = const
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Çà ÓÂ òå÷åíèå ãàçà íåïðåðûâíî è îäíîìåðíî.

Â ñèëó ãîìîòåðìè÷íîñòè òå÷åíèÿ òåìïåðàòóðà ãàçà T çà ÓÂ çàâèñèò òîëü-

êî îò âðåìåíè t. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ãàç ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé òåïëîïðî-

âîäíîñòüþ òàê, ÷òî òåìïåðàòóðà â ñðåäå âûðàâíèâàåòñÿ çà î÷åíü êîðîòêîå

âðåìÿ. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà èìååò òîëüêî ðàäèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ u

è îíà, êàê äàâëåíèå p è ïëîòíîñòü ρ, çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè è ðàäèàëü-

íîé êîîðäèíàòû r â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, â

öèëèíäðè÷åñêîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÓÂ äîñòèãàåò öåíòðà ñèììåòðèè â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0, ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè t < 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ãàçà äî

òîãî, êàê îíà ñôîêóñèðóåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå ôóíêöèè ρ(r, t) , u(r, t), T (t) è p(r, t) â îáëàñòè

(r, t) : t < 0; r > R(t) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:


∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r
+ ρ

∂u

∂r
+

(ν − 1)ρu

r
= 0,

∂T

∂r
= 0

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+
R0T

ρ

∂ρ

∂r
= 0, p = ρR0T

(11)

ãäå R0 � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ν � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (ν = 3 äëÿ

ñôåðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí è ν = 2 äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ÓÂ).

Ñîîòíîøåíèÿ ïðè ñêà÷êå äàâëåíèÿ èìåþò âèä

u(R(t), t) =
2

γ + 1
D(t), ρ(R(t), t) =

γ + 1

γ − 1
ρ0, T (t) =

2(γ − 1)

(γ + 1)2R0
D2(t)

(12)

ãäå D(t) = R(t) � ñêîðîñòü ÓÂ, y > 1 � àäèàáàòè÷åñêèé èíäåêñ Ïóàññîíà.

Òåõíîëîãèè, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå. Maple � ñèñòåìà êîìïüþòåð-

íîé ìàòåìàòèêè, ðàññ÷èòàííàÿ íà øèðîêèé êðóã ïîëüçîâàòåëåé. Äî íåäàâ-

íåãî âðåìåíè åå íàçûâàëè ñèñòåìîé êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, ÷òî óêàçûâàëî

íà îñîáóþ ðîëü ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñïîñîá-

íà îñóùåñòâëÿòü ýòà ñèñòåìà. Íî òàêîå íàçâàíèå ñóæàåò ñôåðó ïðèìåíåíèÿ

ñèñòåìû. Íà ñàìîì äåëå îíà ñïîñîáíà âûïîëíÿòü áûñòðî è ýôôåêòèâíî íå

òîëüêî ñèìâîëüíûå, íî è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðè÷åì ñî÷åòàåò ýòî ñ ïðåâîñ-
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õîäíûìè ñðåäñòâàìè ãðàôè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè è ïîäãîòîâêè ýëåêòðîííûõ

äîêóìåíòîâ.

Maple � òèïè÷íàÿ èíòåãðèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Îíà îáúåäèíÿåò â ñåáå:

- ìîùíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ (îí æå ÿçûê äëÿ èíòåðàêòèâíîãî îá-

ùåíèÿ ñ ñèñòåìîé);

- ðåäàêòîð äëÿ ïîäãîòîâêè è ðåäàêòèðîâàíèÿ äîêóìåíòîâ è ïðîãðàìì;

- ñîâðåìåííûé ìíîãîîêîííûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ ñ âîçìîæíî-

ñòüþ ðàáîòû â äèàëîãîâîì ðåæèìå;

- ìîùíóþ ñïðàâî÷íóþ ñèñòåìó ñî ìíîãèìè òûñÿ÷àìè ïðèìåðîâ;

- ÿäðî àëãîðèòìîâ è ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé;

÷èñëåííûé è ñèìâîëüíûé ïðîöåññîðû;

- ñèñòåìó äèàãíîñòèêè;

- áèáëèîòåêè âñòðîåííûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé;

- ïàêåòû ôóíêöèé ñòîðîííèõ ïðîèçâîäèòåëåé è ïîääåðæêó íåêîòîðûõ äðó-

ãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðîãðàìì.

Çàêëþ÷åíèå. Â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå çàäà÷à î òî÷å÷íîì âçðûâå ðàññìîò-

ðåíà êàê äëÿ ñôåðè÷åñêèõ, òàê è äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ïëîñêèõ âçðûâíûõ

âîëí.Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîãî çàðÿäà ýíåðãèÿ E0 áûëà ðàññ÷èòàíà íà åäè-

íèöó äëèíû, äëÿ ïëîñêîãî çàðÿäà � íà åäèíèöó ïëîùàäè. Â ýòîé ïîñòàíîâêå

ìû íå ó÷èòûâàëè ìàññó, ôîðìó è ðàçìåðû âåùåñòâà, âûäåëÿþùåãî ýíåðãèþ.

Òàêæå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè

ãàçà.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñõîäÿùåéñÿ ÓÂ òàêîâû:

- îòêàç îò ó÷åòà ïðîòèâîäàâëåíèÿ ïîçâîëèë ñâåñòè èññëåäîâàíèå ñëîæ-

íîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1), îïèñûâàþùåé òå÷åíèå, ê èññëåäîâàíèþ

îäíîãî ÎÄÓ (2.6) íà ïëîñêîñòè (ξ, f);

- ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïëîñêîñòè (ξ, f), èçó÷åíû

îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (2.6) è ïîëÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îêðåñòíî-

ñòè ýòèõ òî÷åê;

- óñòàíîâëåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè n äëÿ

çíà÷åíèé 1 ≤ γ ≤ 3. Òî÷íîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ n îïðåäåëÿåòñÿ èç

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6), êîòîðîå ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîåäèíÿëà îñîáóþ òî÷êó
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è òî÷êó ñîîòâåòñòâóþùóþ óäàðíîé âîëíå. Âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ n äëÿ

ðÿäà çíà÷åíèé ω è γ äëÿ ñëó÷àÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè. Ïðè γ ≥ 3 çàäà÷à èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;

- ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ñêîðî-

ñòè è äàâëåíèÿ è îïèñàí õàðàêòåð èõ ïîâåäåíèÿ;

Â öåëîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ó÷¼ò îòäåëüíûõ îñîáåííîñòåé òå÷åíèÿ (â

äàííîì ñëó÷àå ãîìîòåðìè÷íîñòè) îòðàæàåò ïîâåäåíèå ðåàëüíîãî ïðîöåññà íå

â ïîëíîé ìåðå. Â êàêîé èìåííî � ýòî ïðåäåìåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
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