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Ââåäåíèå. Â ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àôôèííûå ñèñòå-

ìû ôóíêöèé íà åäèíè÷íîì îòðåçêå, ïîðîæäåííûå äâîè÷íûìè ñæàòèÿìè è

öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè îäíîé ôóíêöèè, à òàêæå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äó-

àëüíîé ôóíêöèè ê ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ñèñòåìû è ðàññìîòðåíû åå ñâîé-

ñòâà.

Ïîäîáíûå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé ñïåöèàëüíûé êëàññ ôóíê-

öèîíàëüíûõ ñèñòåì, óäîáíûé è ïîêàçàòåëüíûé äëÿ îòðàáîòêè ðàçëè÷íûõ ìå-

òîäîâ è ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îáùåé çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé ðÿäàìè.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, àôôèííûå ñèñòåìû íàõîäÿò

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàêèå êàê:

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, â òåîðèè âñïëåñêîâ,

â íåëèíåéíûõ, â ÷àñòíîñòè æàäíûõ, àïïðîêñèìàöèÿõ, â âîïðîñàõ ïðåäñòàâëå-

íèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè, à òàêæå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ îáðàáîòêè, õðàíåíèÿ è

ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, ñæàòèè èçîáðàæåíèé è òåîðèè ñèãíàëîâ.

Öåëü ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû - èçó÷èòü àôôèííûå ñèñòåìû ôóíêöèé,

ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà ïî ýëåìåíòàì àô-

ôèííîé ñèñòåìû, ñîñòàâèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîðòîãî-

íàëüíîãî ðÿäà è ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, èçó-

÷èòü ïîíÿòèå äóàëüíîé ôóíêöèè, ñîñòàâèòü àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ äóàëüíîé ôóíêöèè è ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

� îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïîíÿòèå, ñâÿçàííûå ñ àôôèííûì ñèíòåçîì è äó-

àëüíîé ôóíêöèåé;

� ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíûå òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, îá îáðàçî-

âàíèè ñèñòåìû Áåññåëÿ è áàçèñà Ðèññà;

� ñîñòàâèòü àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿ-

äà è äóàëüíîé ôóíêöèè;

� ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîð-

òîãîíàëüíîãî ðÿäà è äóàëüíîé ôóíêöèè;
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî äàííîé òåìå ïðèíèìàëîñü ó÷àñòèå â êîíôå-

ðåíöèè XX Ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëû ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-

áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, à òàêæå â Ñàðàòîâñêîì íàöèî-

íàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Í.Ã. ×åðíû-

øåâñêîãî íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñ.Ô. Ëóêîìñêîãî.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, äâóõ îñíîâíûõ ðàçäåëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò íåñêîëü-

êî ïîäðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è äâóõ ïðè-

ëîæåíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àôôèííûå ñèñòå-

ìû ôóíêöèé (ñèñòåìû äâîè÷íûõ ñæàòèé è öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè).

Äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé èëè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè ϕ(t), t ∈ R, ñ
íîñèòåëåì supp ϕ ⊂ [0, 1] íà åäèíè÷íîì îòðåçêå è äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n = 2k + j, ãäå k = 0, 1, ... è j = 0, ..., 2k − 1, ïîëîæèì

ϕn(t) = ϕk,j(t) = 2k/2ϕ(2kt− j).

Êðîìå òîãî, ïóñòü ϕ0 = χ[0,1] - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî îò-

ðåçêà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ϕn}∞n=0 íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ñèñòåìîé

èëè ñèñòåìîé ñæàòèé è ñäâèãîâ, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé ϕ. Ïðèìåðîì àô-

ôèííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Õààðà {χn}∞n=0, ïîðîæäåííàÿ

ôóíêöèåé χ = χ[0,1/2] − χ[1/2,1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìîé Õààðà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {χn}∞n=0,

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ôóíêöèè χ0(x) ≡ 1 òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíèöû, íà

îòðåçêå [0, 1], è ôóíêöèé

χn(x) =


2k/2, ïðè x ∈

[
2−kj, 2−k

(
j + 1

2

)]
,

−2k/2, ïðè x ∈
[
2−k

(
j + 1

2

)
, 2−k(j + 1)

]
,

0, ïðè x 6∈
[
2−k, 2−k(j + 1)

]
,

ãäå n = 2k + i - ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîäîáíî ôóíêöèÿì Õààðà ôóíêöèè àôôèííîé ñèñòåìû èìåþò ëîêàëè-

çîâàííûå íîñèòåëè supp ϕn = supp ϕk,j ⊂ [j2−k, (j +1)2−k] âíóòðè åäèíè÷íî-

ãî îòðåçêà. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ϕ(t) àôôèííîé ñèñòå-
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ìû îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ëèøü îäíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ϕ(t) (òàê

íàçûâàåìîå ñâîéñòâî êîãåðåíòíîñòè ôóíêöèé ñèñòåìû), äåëàåò àôôèííûå

ñèñòåìû ôóíêöèé óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ϕ

ïîçâîëÿåò íàäåëÿòü ôóíêöèè àôôèííîé ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíûìè æåëàå-

ìûìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè, êàê ãëàäêîñòü ëèáî ôðàêòàëüíîñòü, ìîíîòîííîñòü

èëè âûïóêëîñòü, íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ ñèììåòðèé ãðàôèêà è ò.ï. Àôôèííûå

ñèñòåìû ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåîðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîïî-

äîáíûõ ñèñòåì ôóíêöèé, èëè, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ïîëíûõ (â òîì ñìûñëå,

÷òî èíäåêñû m,n ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå öåëûå çíà÷åíèÿ) àôôèííûõ ñè-

ñòåì âèäà

ψm,n(t) = am/2ψ(amt− nb), m, n ∈ Z,

ãäå ψ ∈ L2(R) è a > 1, b > 0.

Â òåîðèè âñïëåñêîâ ñâîéñòâà ñèñòåìû {ψm,n}m,n∈Z ÷àñòî ôîðìóëèðóþò-
ñÿ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè

ψ̂(ω) =

∫
R
e−2πitωdt.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñîì Ðèññà, èëè áàçèñîì, ýêâèâàëåíòíûì îðòî-

íîðìèðîâàííîìó, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=1 ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà H, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en}∞n=1 â

H è îáðàòèìûé îïåðàòîð J : H → H òàêèå, ÷òî ϕn = Jen, n = 1, 2, ... .

Îïðåäåëåíèå 3. Ôðåéìîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà {ψn}∞n=1 íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå

0 < A ≤ B < ∞ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {(h, ψn)}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

A‖h‖H ≤ ‖{(h, ψn)}‖`2 ≤ D‖h‖H , (1)

ãäå `2 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = {xn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà
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‖x‖`2 =

( ∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

<∞

Òåîðåìà 1. Åñëè ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∞∑
k=1

2k+1−1∑
n=2k

|(ϕ, χn)|

1/2

< |(ϕ, χ1)|,

òî àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ôóíê-

öèè â ïðîñòðàíñòâå L1[0, 1], ñîñòàâèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

1. Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ {xn}∞n=0, n = 1, ..., 2N−1, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

x0 =

∫ 1

0

ψ(t)dt = 1, xn =

∫ 2−k(j+1/2)

2−kj

ψ(t)dt−
∫ 2−k(j+1)

2−k(j+1/2)

ψ(t)dt,

ãäå n = 2k + j � ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n ∈ N.
2. Óñòàíîâèì åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-

æåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ìíîæåñòâîì A, ïðè êîòîðîì êàæäîìó

íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, ..., αk) ∈
A, ãäå n = 2k+ j � ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå è j =

∑k
ν=1 αν2

k−ν � äâî-

è÷íîå ðàçëîæåíèå;

3. Ïî ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 ñîçäàäèì íî-

âóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ yn âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé èíäåêñà, îñíîâàí-

íîé íà âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó N è A;
4. Çíàÿ, ÷òî ïðè ν = 0 è ν = k îäèí èç ìóëüòèèíäåêñîâ ïðè x èëè y ïóñòîé,

îáîçíà÷èì x(�) = x1 = 1 è y(�) = y1 = 1;

5. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â âèäå

y(α1, ..., αk) = −x(α1, ..., αk)−
1

2

k∑
ν=1

x(α1, ..., αν−1)y(αν+1, ..., αk);
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6. Âû÷èñëèì {yn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåêóððåíòíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ.

Ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ïðèëîæåíèè ðàáîòû.

Îïðåäåëåíèå 4. Äóàëüíîé ôóíêöèåé ê ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ϕ àô-

ôèííîé ñèñòåìû {ϕn}∞n=0 áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûé ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà

ϕd ∼
∞∑
n=1

ynχn =
∑
α∈A

yαχα,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíîãî ðÿäà, îïðå-

äåëÿþùåãî äóàëüíóþ ôóíêöèþ ϕd, ñâÿçàíà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {xn}∞n=1

êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå�Õààðà ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ϕ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä Ôóðüå�Õààðà

f =
∞∑
n=0

(f, χn)χn

ôóíêöèè f ∈ L2[0, 1] àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïà÷êàì, åñëè êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖∗ = |(f, χ0)|+
∞∑
n=0

( ∞∑
n=2k

(f, χn)|2
)1/2

<∞

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ è äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕd

îáå ïðèíàäëåæàò êëàññó L2
∗. Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 îáðàçóåò áà-

çèñ Ðèññà.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ èìååò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ïî ïà÷-

êàì ðÿä Ôóðüå�Õààðà, òî àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

Áåññåëÿ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 áûëà áàçèñîì
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Ðèññà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáå àôôèííûå ñèñòåìû {ϕn}∞n=0 è

{ϕdn}∞n=0 ÿâëÿëèñü ñèñòåìàìè Áåññåëÿ.

Ìíîæåñòâî A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó ñ äâóìÿ

îáðàçóþùèìè, 0 è 1, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè ìóëüòèèíäåêñîâ

αβ = (α1, ..., αk, β1, ..., βl),

ãäå α = (α1, ..., αk) è β = (β1, ..., βi). Ïîíÿòíî, ÷òî A òàêæå ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âåðøèí áåñêîíå÷íîãî ïîëíîãî äâîè÷íîãî äåðåâà.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-

æåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ìíîæåñòâîì A, ïðè êîòîðîì êàæäîìó íà-

òóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, ..., αk) ∈ A,

ãäå n = 2k + j � ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå è j =
∑k

ν=1 αν2
k−ν � äâîè÷íîå

ðàçëîæåíèå; |a| � äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å. |α| = k.

Ïî ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ñîçäàäèì íîâóþ ÷èñëîâóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü y1 = 1 è ïðè n > 2 äëÿ

îïðåäåëåíèÿ yn âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé èíäåêñà, îñíîâàííîé íà âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó N è A.
Ïðè ýòîì êàæäîìó n ñîîòâåòñòâóåò íàáîð α = (α1, ..., αk) êîýôôèöèåí-

òîâ äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

n = 2k +
k∑
ν=1

αν2
k−ν

è A � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö). Èìåí-

íî, ÷èñëà yn = yk,j = y(α1, ..., αk) = yα íàõîäèì èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé
k∑
ν=0

x(α1, ..., αν)y(αν+1, ..., αk) = 0, k ≥ 1.

ïðè ν = 0 è ν = k îäèí èç ìóëüòèèíäåêñîâ ïðè x èëè y ïóñòîé, è òîãäà

x(�) = x1 = 1 è y(�) = y1 = 1. Ïîýòîìó ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
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ïåðåïèñàòü â âèäå

−y(α1, ..., αk) = x(α1, ..., αk) +
k−1∑
ν=1

x(α1, ..., αν)y(αν+1, ..., αk)

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ y(α1, ..., αk) äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ x(α1, ..., αν), 1 ≤
ν ≤ k, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé âåòêå äâîè÷íîãî äåðåâà A, è ðàíåå âû÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ y(αν+1, ..., αk), 1 ≤ ν ≤ k − 1, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé âåòêå

èíâåðòèðîâàííîãî äâîè÷íîãî äåðåâà, ãäå i(α1, ..., αk) = (αk, ..., α1) � èíâåðñèÿ

ìóëüòèèíäåêñà. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

êîððåêòíî îïðåäåëÿþò {yn}∞n=1. Óêàçàííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ãåíå-

ðèðóþòñÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè íåêîììóòàòèâíîé ñâåðòêè

(x ∗ y)α = (x ∗ y)(α1, ..., αk) =
k∑
ν=0

x(α1, ..., αν)y(αν+1, ..., αk) =
∑
α=βγ

xβyγ

÷èñëîâûõ ôóíêöèé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), çàäàííûõ íà ñâîáîäíîé ïîëóãðóï-

ïå ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè (äâîè÷íîì äåðåâå) A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(A) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé (ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé) x = {xα}α∈A = {xn}n∈N è ÷åðåç X−1(A) ìíîæåñòâî âñåõ x ∈
X(A), äëÿ êîòîðûõ x(�) = x1 6= 0. Çàäàäèì ýëåìåíò e ∈ X(A) ñîîòíîøåíèåì

eα =

{
1, |α| = 0,

0, |α| ≥ 1.

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) (X(A), ∗) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ åäèíèöåé e (ìîíîèäîì);

2) äëÿ x ∈ X−1(A) è x′, x′′ ∈ X(A) âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîêðàùåíèÿ

x ∗ x′ = x ∗ x′′ =⇒ x′ = x′′, x′ ∗ x = x′′ ∗ x =⇒ x′ = x′′;

3)X−1(A) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà (X(A), ∗).
Äîêàçàòåëüñòâî.
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1) Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñâåðòêè

(x ∗ (y ∗ z))α =
∑
α=βγδ

xβyγzδ = ((x ∗ y) ∗ z)α, α ∈ A,

ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè êîíêàòåíàöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ

äâóñòîðîííåé åäèíèöåé: x ∗ e = e ∗ x = x äëÿ âñåõ x ∈ X(A).
2) Äîêàæåì ïåðâûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ. Ïóñòü x∗x′ = x∗x′′. Ïðè |α| = 0

äëÿ ïóñòîãî ìóëüòèèíäåêñà èìååì x(�)x′(�) = x(�)x′′(�), îòêóäà x′(�) =

x′′(�) â ñèëó óñëîâèÿ x(�) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâà x′β = x′′β óæå

äîêàçàíû äëÿ âñåõ |β| < k. Âîçüìåì α = (α1, ..., αk). Èìååì

x(�)x′(α1, ..., αk) = (x ∗ x′)(α1, ..., αk)−
k∑
ν=1

x(α1, ..., αν)x
′(αν+1, ..., αk) =

= (x ∗ x′′)(α1, ..., αk)−
k∑
ν=1

x(α1, ..., αν)x
′′(αν+1, ..., αk) =

= x(�)x′′(α1, ..., αk),

îòêóäà x′α = x′′α. Âòîðîé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3) Ïóñòü x ∈ X−1(A). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî x(�) = 1. Òîãäà ïîñðåäñòâîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëåí ýëå-

ìåíò y òàêîé, ÷òî x ∗ y = e. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì

ê x. Ïîêàæåì, ÷òî îí áóäåò òàêæå è ëåâûì îáðàòíûì. Ïîëîæèì e′ = y ∗ x.
Áóäåì èìåòü x ∗ e′ = x ∗ (y ∗ x) = (x ∗ y) ∗ x = e ∗ x = x ∗ e, îòêóäà e′ = e

ïî ïåðâîìó çàêîíó ñîêðàùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, y = x−1 - (äâóñòîðîííèé) îá-

ðàòíûé ê x ýëåìåíò. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó

X−1(A) ýëåìåíòû çàâåäîìî íå îáðàòèìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé è

äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕd ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2[0, 1].

Òîãäà {ϕn}∞n=0 � ïîëíàÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñèñòåìà.

Òåîðåìà 6.Ïóñòü àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Òîãäà äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕd ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2[0, 1].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äóàëüíîé ôóíêöèè, âîñïîëüçóåìñÿ ñëå-
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äóþùèì àëãîðèòìîì:

1. Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ {xn}∞n=0, n = 1, ..., 2N−1, ãäå

xn = (ϕ, χn) =

∫ 1

0

ϕ(t)χn(t)dt

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Õààðà.

Íîðìèðóåì ïåðâûé êîýôôèöèåíò óñëîâèåì

x1 =

∫ 1/2

0

ϕ(t)dt−
∫ 1

1/2

ϕ(t)dt = 1

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x1 = 0, òî àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=0 çàâåäîìî áóäåò

íåïîëíîé, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Õààðà χ îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé âñåì

ôóíêöèÿì ýòîé ñèñòåìû

2. Óñòàíîâèì åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-

æåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è ìíîæåñòâîì A, ïðè êîòîðîì êàæäîìó

íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, ..., αk) ∈
A, ãäå n = 2k+ j � ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå è j =

∑k
ν=1 αν2

k−ν � äâî-

è÷íîå ðàçëîæåíèå;

3. Ïî ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 ñîçäàäèì íî-

âóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ yn âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé èíäåêñà, îñíîâàí-

íîé íà âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó N è A;
4. Çíàÿ, ÷òî ïðè ν = 0 è ν = k îäèí èç ìóëüòèèíäåêñîâ ïðè x èëè y ïóñòîé,

îáîçíà÷èì x(�) = x1 = 1 è y(�) = y1 = 1;

5. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â âèäå

−y(α1, ..., αk) = x(α1, ..., αk) +
k−1∑
ν=1

x(α1, ..., αν)y(αν+1, ..., αk);

6. Âû÷èñëèì {yn}∞n=1, n = 1, ..., 2N−1 èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåêóððåíòíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ.

Ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ïðèëîæåíèè ðàáîòû.

Çàêëþ÷åíèå. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå áûëè âû-

10



ïîëíåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèå, ñâÿçàííûå ñ àôôèííûì ñèíòåçîì è äó-

àëüíîé ôóíêöèåé;

� ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû îñíîâíûå òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, îá îáðà-

çîâàíèè ñèñòåìû Áåññåëÿ è áàçèñà Ðèññà;

� ñîñòàâëåíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîðòîãîíàëüíîãî

ðÿäà è äóàëüíîé ôóíêöèè;

� íàïèñàíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèþ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áèîð-

òîãîíàëüíîãî ðÿäà è äóàëüíîé ôóíêöèè;
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