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Ââåäåíèå. Â âûïóñêíîé ðàáîòå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè

ìíîãîîáðàçèé ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû. Ê îñíîâíûì ìåòîäàì

òðàäèöèîííî îòíîñÿò ìåòîä âíåøíèõ ôîðì è òåíçîðíûé ìåòîä. Ìû âûáðàëè

òåíçîðíûé ìåòîä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçëîæåíèè ðàáîòû èñïîëüçóåòñÿ èñ-

êëþ÷èòåëüíî òåíçîðíàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ñíà÷àëà

òåíçîð, à çàòåì òåíçîðíîå ïîëå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ òåíçîðà � êîîðäèíàòíûé è èíâà-

ðèàíòíûé ñïîñîáû. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåíçîð çàäàåòñÿ êàê íàáîð êîìïîíåíò, âî

âòîðîì � êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Êàæäûé èç ñëó÷àåâ çàäàíèÿ òåíçîðà

èìååò ñâîè ìèíóñû è ïëþñû. Ãëàâíûé ìèíóñ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

òåíçîðà çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðêè íà èíâàðèàíòíîñòü ââîäèìî-

ãî îáúåêòà. Èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò ñëåäóþùåå � êîìïîíåíòû òåíçîðà â ðàç-

íûõ áàçèñàõ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìó-

ëû. Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà.

Åñëè òåíçîð ââîäèòü êàê ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ, òî âîïðîñ êîððåêòíîñòè

îòïàäàåò. Â òî æå âðåìÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîìïîíåíòû òåíçîðà ÷àñòî èñ-

ïîëüçóþòñÿ â óðàâíåíèÿõ. Íàïðèìåð, â óðàâíåíèÿõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ îáúåêòû, êî-

òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, íî êîòîðûå çàäàþòñÿ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, âåñüìà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî ñïîñî-

áà âûäåëåíèÿ òåíçîðà ñðåäè äðóãèõ îáúåêòîâ. Òàêîãî ðîäà çàäà÷à ìîæåò ðå-

øàòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû äåëåíèÿ. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåî-

ðåìû äåëåíèÿ â òåíçîðíîì àíàëèçå äåëàåò àêòóàëüíûì íàñòîÿùóþ âûïóñê-

íóþ ðàáîòó. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðå-

ìû äåëåíèÿ â ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé ñî ñâÿçíîñòüþ. Îäèí èç ïðèìåðîâ �

îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû - ïîëó÷åí àâòîðîì

ðàáîòû ñàìîñòîÿòåëüíî. Äëÿ ïîäðîáíîãî àíàëèçà âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ

òåîðåìû äåëåíèÿ ìû ñî÷ëè íåîáõîäèìûì èçëîæèòü îñíîâû ãåîìåòðèè ìíîãî-

îáðàçèé ñî ñâÿçíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ âûïóñêíîé ðàáîòû ÿâèëîñü îïèñàíèå îáëàñòè ïðè-

ìåíåíèÿ òåîðåìû äåëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.
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1. Èçëîæåíû îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû.

2. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.

3. Èçó÷åíî ïîíÿòèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

4. Ââåäåíû è èçó÷åíû îñíîâíûå èíâàðèàíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè � òåíçî-

ðû êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ.

5. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû äåëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëü-

íîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Òåíçîð - íàèáîëåå âàæíûé äëÿ äàëüíåé-

øåãî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò àôèííîãî èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â òåíçîðíîé àëãåáðå íàä òåíçîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ðÿä âàæíåéøèõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ äåéñòâèé, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ

òåîðåìîé äåëåíèÿ.

1. Ðàâåíñòâî: Äâà òåíçîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ðàâíû ôóíêöèè îò

îäèíàêîâîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ðàâåíñòâî òåíçîðîâ îïðåäåëåíî âíå çàâèñè-

ìîñòè îò êîîðäèíàò, çíà÷èò åñëè â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû äâóõ

òåíçîðîâ ðàâíû, òî îíè ðàâíû è âî âñåõ äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Òîåñòü

äâà òåíçîðà îäèíàêîâîãî òèïà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ

ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû.

2. Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå: Âûïîëíÿòü îïåðàöèþ ñëîæåíèå ìîæíî òîëüêî

äëÿ îäíîòèïíûõ òåíçîðîâ. Ñóììà äâóõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé T è K îò p +

q ïåðåìåííûõ åñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ T + K îò p + q ïåðåìåííûõ, åñëè

ýòè ôóíêöèè ëèíåéíû, òî èõ ñóììà òîæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíîé. Ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ê òåíçîðàì îäíîãî è òîãî æå òèïà ïîëó÷àåòñÿ

ñíîâà òåíçîð òîãî æå òèïà è åãî íàçûâàþò ñóììîé èñõîäíûõ òåíçîðîâ.

3. Óìíîæåíèå: Óìíîæåíèå òåíçîðà íà ñêàëÿð - ýòî óìíîæåíèå ñêàëÿíîé

ôóíêöèè T îò p+q âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ íà ñêàëÿð λ. Çàòåì, ìû ïîëó÷èì
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íîâóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ U = λT îò âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ p+q. Åñëè Ò-

ìíîãîëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ , òî U = λT òîæå ìíîãîëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òîåñòü

èç òåíçîðà Ò ìû ïîëó÷àåì íîâûé òåíçîð U: U(u, v, ω) = λT (u, v, ω)

Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê òåíçîðàì ïðîèçâîëüíîãî òèïà.

Ïóñòü T =
(
T
i1...ip
j1...jq

)
- òåíçîð òèïà (p, q) è S =

(
Si1...ikj1...jm

)
- òåíçîð òèïà (k,m).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òåíçîðîâ, òîãäà çàïèøåì âûðàæåíèå

U
i1...ipip+1...ip+k
j1...jqjq+1...jq+m

= T
i1...ip
j1...jq

S
ip+1...ip+k

jq+1...jq+m
Òîãäà âûðàæåíèå U

i1...ipip+1...ip+k
j1...jqjq+1...jq+m

- òåíçîð òè-

ïà (p+ k, q +m) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðà T íà òåíçîð S.

4. Ñâ¼ðòûâàíèå òåíçîðà: Ñâ¼ðòûâàíèå òåíçîðà - ýòî òåíçîðíàÿ îïåðàöèÿ,

êîòîðàÿ ïðèìåíèìà òîëüêî ê òåíçîðó òèïà (p, q) ïðè p 6= 0, q 6= 0, â ðåçóëüòàòå

ñâ¼ðòûâàíèÿ èç òåíçîðà òèïà (p, q) ïîëó÷àåòñÿ òåíçîð òèïà (p−1, q−1). Òîåñòü

êàæäàÿ âàëåíòíîñòü óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, à îáùÿÿ âàëåíòíîñòü òåíçîðà

ïîñëå ñâ¼ðòûâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ íà äâå åäèíèöû.

Òåïåðü ìîæåì ïåðåéòè ê ñàìîé òåîðåìå äåëåíèÿ.

Òåîðåìà äåëåíèÿ. Ïóñòü àôèííûé n(p + q) - êîìïîíåíòíûé îáú-

åêò H
k1...kq
i1...ip

îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ëþáîì íàáîðå âåêòîðîâ

v1, ..., vr, r ≤ p è êîâåêòîðîâ ω1, ..., ωs, s ≤ q îáúåêò

T
ks+1...kq
ir+1...ip

= H
k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
ir
r ω

1
k1
...ωsks

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (p− r, q− s). Òîãäà èñõîäíûé îáúåêò Í ñàì ÿâëÿ-

åòñÿ òåíçîðîì òèïà (p, q). Äîêàçàòåëüñòâî

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âåêòîðû vr+1, ..., vp è êîâåêòîðû

ωs+1, ..., ωq è ñâåðí¼ì ñ íèìè òåíçîð T
ks+1...kq
ir+1...ip

= H
k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
ir
r ω

1
k1
...ωsks. Ïîëó-

÷èì ñêàëÿð ϕ = T
ks+1...kq
ir+1...ip

υ
ir+1

r+1 ...υ
ip
p ω

s+1
ks+1

...ωqkq - ðåçóëüòàò ïîëíîãî ñâ¼ðòûâàíèÿ
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òåíçîðîâ. Íî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà Ò, ñêàëÿð ϕ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ϕ = H
k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
iq
p ω

1
k1
...ωqkq .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ îò p+ q âåêòîðíûõ àð-

ãóìåíòîâ, ïî óñëîâèþ òåîðåìû âñå àðãóìåíòû ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû. Ýòà

ôóíêöèÿ î÷åâèäíî ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî êàæäîãî âåêòîðíîãî ïåðåìåííîãî,

çíà÷èò ìû èìååì äåëî ñ òåíçîðîì òèïà (p, q). Ñðàâíèâàÿ ñ èçâåñòíûì îïðå-

äåëåíèåì êîìïîíåíò òåíçîðà - ôîðìóëû T
k1...kq
i1...ip

= T (ei1, ..., eip, a
k1, ..., akq) è

T = T (v1, ..., ω
q) = T

k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
ip
p ω1

k1
...ωqkq - ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîìïîíåíòû

òåíçîðà ϕ = H
k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
iq
p ω1

k1
...ωqkq êàê ðàç è åñòü ÷èñëà H

k1...kp
i1...ip

, ÷òî è äîêà-

çûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû íàø èñõîäíûé îáúåêò H íå áûë òåíçîðîì, òî è âå-

ëè÷èíà ϕ = H
k1...kq
i1...ip

υi11 ...υ
iq
p ω1

k1
...ωqkq íå áûëà áû ñêàëÿðîì, â ðàçíûõ ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàëà áû ðàçíûå çíà÷åíèÿ.5

Ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì ê îñíîâíûì óìîçàêëþ÷åíèÿì ðàáîòû - ýòî ïðèìåíåíèå

òåðåìû äåëåíèÿ. Ïåðâûì ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû äåëåíèÿ äëÿ

òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàäàäèì â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå En íåêîòîðûé ñèììåòðè÷íûé äâóõâà-

ëåíòíûé êîâàðèàíòíûé òåíçîð gij, óäîâëåòâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíîìó îãðà-

íè÷åíèþ

g = det gij 6= 0(5.1)

Îïðåäåëåíèå 5.1. Âåëè÷èíà g = det gij 6= 0 íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòàì

òåíçîðà gij
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà äèñêðèìèíàíòà òåíçîðà îòëè÷íà îò íó-

ëÿ.Òîãäà íàçîâ¼ì ýòîò òåíçîð gij ôóíäàìåíòàëüíûì èëè ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Àôôèííîå n-ïðîñòðàíîòâî, â êîòîðîì çàäàí ôóíäà-

ìåíòàëüíûé òåíçîð óêàçàííîãî âûøå òèïà, ìû áóäåì íàçûâàòü åâêëèäîâûì

n-ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àòü Rn

Çàäàíèå òåíçîðà gij îçíà÷àåò îäíîâðåìåííî çàäàíèå ñêàëÿðíîé ìíîãîëè-

íåéíîé ¾áèëèíåéíîé¿ ôóíêöèè îò äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ φ(u, v).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ýòà ìíîãîëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ φ(u, v) ñîïîñòàâëÿåò

êàæäûì äâóì âåêòîðàì u, v ÷èñëî φ(u, v), êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äàííûõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àòü ÷åðåç uv. Òîåñòü

uv = giju
ivj.(5.2)

Íåâûðîæäåííîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî òåíçîðà, òî åñòü óñëîâèå g =

det gij 6= 0(5.1), âëå÷åò ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé:

1. Äâà âåêòîðà u è v íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ: uv = 0(5.6).

2. Òîëüêî íóëü-âåêòîð îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè vi = 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü uv = giju
ivj.(5.2) ðàâíà íóëþ

è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà è áóäåò uv = 0.

Ïóñòü � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó

φ = av. ßñíî, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò âåêòîðíîãî

àðãóìåíòà v, òî åñòü êîâåêòîðîì.

Êàæäîìó âåêòîðó à âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûé êî-

âåêòîð . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, av = αv äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v. Â êîîðäèíàòàõ

ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê
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aigijv
j = ajv

j, ãäå i � êîìïîíåíòû âåêòîðà , è ai � êîìïîíåíòû êîâåê-

òîðà . Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

vj ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ïðè vj â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâíû, òî åñòü

aj = gija
i = gjia

i(5.8)

Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ aj = gija
i = gjia

i. êàê ëèíåéíóþ

ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî n èñêîìûõ âåëè÷èí i; îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îò-

íîñèòåëüíî n èñêîìûõ âåëè÷èí ai, îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò

íóëÿ, èáî îí ñîâïàäàåò ,ñ äèñêðèìèíàíòîì g = det gij 6= 0 ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî èçâåñòíûì èç àëãåáðû ôîðìó-

ëàì: ai = gijaj(5.9) Çäåñü êîýôôèöèåíòû gij ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû,

îáðàòíîé ê ìàòðèöå gij, ýòî ïðèâåäåííûå ìèíîðû äèñêðèìèíàíòà g êîýôôè-

öèåíòû gij ñâÿçàíû ñ gij ñîîòíîøåíèÿìè g
ikgjk = δik(5.10)

Ôîðìóëû ai = gijaj äàþò îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿÿ äàííîìó

êîâåêòîðó ai îïðåäåëåííûé âåêòîð
i. Èòàê, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè è êîâåêòîðàìè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîæäåñòâëÿòü ýòè âåëè÷èíû, áóäåì â äàëüíåéøåì

ðàññìàòðèâàòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òîëüêî âåêòîðû, à êàæäûé êîâåê-

òîð çàìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèì åìó âåêòîðîì è îòîæäåñòâëÿòü ñ íèì. Â òàêîì

ñëó÷àå ñëåäóåò ãîâîðèòü î äâóõ òèïàõ êîìïîíåíò âåêòîðà à � êîíòðàâàðèàíò-

íûõ êîìïîíåíòàõ i è êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ ai îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà.

Ôîðìóëû aj = gija
i = gjia

i. è ai = gijaj ìû òåïåðü ñ÷èòàåì ôîðìóëàìè ïåðå-

õîäà îò îäíîãî òèïà êîìïîíåíò âåêòîðà ê äðóãîìó èõ òèïó. Òàêèå ôîðìóëû

íàçûâàþò ôîðìóëàìè ïåðåáðîñêè èíäåêñîâ, â ÷àñòíîñòè aj = gija
i = gjia

i.

îñóùåñòâëÿåò îïóñêàíèå, à ai = gijaj � ïîäíèìàíèå èíäåêñîâ.

7



Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû gij îáðàçóþò n2-êîìïîíåíòíûé îáúåêò, òàê

êàê îíè îïðåäåëåíû âìåñòå, ñ êîìïîíåíòàìè gij â êàæäîé àôôèííîé êàðòå.

Ïðè ñâåðòûâàíèè îáúåêòà gij ïî îäíîìó èç èíäåêñîâ ñ ïðîèçâîëüíûì êî-

âåêòîðîì aj ìû ïîëó÷èì âåêòîð i, òî åñòü òåíçîð òèïà (0, 1). Íà îñíîâàíèè

òåîðåìû äåëåíèÿ ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî îáúåêò gij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà

(0, 2). Íàçîâåì åãî êîíòðàâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì (èëè ôóíäàìåíòàëüíûì)

òåíçîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå òåîðåìû äåëåíèÿ, êîòîðàÿ ãîâîðò î òîì, ÷òî

ïðè ëþáîì íàáîðå âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ îáúåêò ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì îïðåäå-

ë¼ííîãî òèïà, ìû âûÿñíèëè, ÷òî gij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2).

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äåëåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåíçîðà àá-

ñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé. ×òîáû ïîêàçàòü èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äåëåíèÿ

íóæíî îáúÿñíèòü ïîíÿòèå àôèííîé ñâÿçíîñòè è äàòü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Äâå n-êàðòû χ1 è χ2 íàçûâàþòñÿ Cv−ñâÿçàííûìè,

åñëè êàê îòîáðàæåíèå χ1 ◦ χ−12 , òàê è îòîáðàæåíèå χ1 ◦ χ−12 ïðèíàäëåæèò

êëàññó Cv.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Äèôôåðåíöèðóåì n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Xn íàçû-

âàþò òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñíàáæåíî ñîâîêóïíîñòüþ

K n−êàðò.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû õîòèì ïåðåíåñòè ïàðàëëåëüíî êàêîé-ëèáî âåêòîð υ′

èç òî÷êè A â òî÷êó B, òî, åñòåñòâåííî, ñëåäóåò óêàçàòü ïóòü ïåðåíåñåíèÿ, òî

åñòü êðèâóþ, ñîêäèíÿþùóþ òî÷êè A è B. Èòàê, ïóñòü êðèâàÿ xi = xi(t)(6.1)

ñîåäèíÿåò òî÷êè A è B è ïóñòü ïðè t0 ìû ïîïàäàåì â òî÷êó A, ãäå çàäàí

âåêòîð υi0.
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Îïðåäåëåíèå 6.3. Ãîâîðÿò, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè Xn çàäàíà ñâÿçíîñòü,

åñëè âäîëü ëþáîé êðèâîé ìíîãîîáðàçèÿ çàäàíî îòîáðàæåíèå äðóã íà äðóãà

êàñàòåëüíûõ En â òî÷êàõ ýòîé êðèâîé. Â ñëó÷àå, êîãäà òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðîì-àôôèííûì, òî åñòü èìååò âèä υi(t) = P i
κ(t)υ

κ
0 , òî ñâÿçàíîñòü

íàçûâàåòñÿ àôôèííîé.

Äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ T ijκ(t) = T ijκ(x
1(t), ..., xn(t)) âäîëü êðèâîé xi = xi(t)

ìû ìîæåì âû÷èñëèòü îáû÷íûì ïóòåì àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðèìåíÿÿ

îáùóþ ôîðìóëó

δT
k1,...,kq
i1,...,ip

= dT
k1,...,kq
i1,...,ip

+

+Γk1hjT
jk2,...,kq
i1,...,ip

dxh+, ...,+Γ
kq
hjT

k1,...,kq−1j
i1,...,ip

dxh−

−Γj
hi1
T
k1,...,kq
ji2,...,ip

dxh−, ...,−ΓjhipT
k1,...,kq
i1,...,j

dxh. (6.6)

Îäíàêî, â ñîãëàñèè ñ δϕ = δH i
jυ

jωi, îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t âûðàæàåòñÿ

çäåñü ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, èìåííî:
dT i

jk

dt =
∂T i

jk

∂x1 ·
dx1

dt (6.7)

Íî â òàêîì ñëó÷àå
dT i

jk

dt =
∂T i

jk

∂x1 ·
dx1

dt + Γi1hT
h
jk
dx1

dt − Γh1jT
i
hk
dx1

dt − Γh1kT
i
jh
dx1

dt (6.8)

Âñå ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè, èìåþò ìíîæèòåëü dx1

dt , êîòîðûé

ìîæíî âûíåñòè çà îáùóþ ñêîáêó. Â ñêîáêàõ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, êîòîðîå

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∇1T
i
jk îíî òàêîâî: ∇1T

i
jk =

∂T i
jk

∂x1 +Γi1hT
h
jk−Γh1jT

i
hk−

Γh1jT
i
jh(6.9)

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (6.8) ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:
δT i

jk

dt = dx1

dt ∇1T
i
jk(6.10)

Âûðàæåíèå (6.8) ñîâñåì íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé (6.1), îíî ïîëíî-

ñòüþ îïðåäåëåíî ñàìèì èñõîäíûì òåíçîðíûì ïîëåì T ijκ = T ijκ(x
1, ..., xn) â

Xn. Ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇1T
i
jk â êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé

òî÷êå M ìíîãîîáðàçèÿ. ßñíî, ÷òî ∇1T
i
jk îïðåäåëÿåò îáúåêò â êàñàòåëüíîì
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En(M), èáî âñå êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îäíàçíà÷íî îïðåäå-

ëåíû â êàæäîé êàðòå χ â Xn, à ñëåäîâàòåëüíî, è â êàæäîé êîîðäèíàòíîé

ñèñòåìå â En(M). Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M íåêîòîðóþ êðèâóþ è íàéäåì àáñî-

ëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò òåíçîðíîãî ïîëÿ T âäîëü ýòîé êðèâîé. Ìû ïîëó÷èì

ñîîòíîøåíèå
δT i

jk

dt = dx1

dt ∇1T
i
jk, êîòîðîå ðàññìîòðèì â òî÷êå M. Ñëåâà â ðàâåí-

ñòâå
δT i

jk

dt = dx1

dt ∇1T
i
jk ñòîèò òåíçîð òàêîãî æå òèïà, êàê è èñõîäíûé òåíçîð, ÷òî

ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñâîéñòâà àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñïðàâà ñòîèò

êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò T, ñâåðíóòàÿ ñ âåêòîðîì dx1

dt = υ1. Îäíàêî, òàê

êàê êðèâàÿ ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó M ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî, òî è êàñàòåëü-

íûé âåêòîð ê íåé â òî÷êå M áóäåò òàêæå ïðîèçâîëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

ñâåðòûâàíèè îáúåêòà ∇1T
i
jk ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì υ1 ìû âñåãäà ïîëó÷à-

åì òåíçîð òèïà (2,1). Ïî òåîðåìå äåëåíèÿ òåïåðü ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

èñõîäíûé îáúåêò (6.8) ñàì ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì è ïðèòîì òèïà (3,1).

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû äåëåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåíçîðà êðè-

âèçíû àôôèíîé ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå Sijk = Γi[jk](7.1), òî â ñîãëà-

ñèè ñ ðàâåíñòâîì Γi
′

[j′k′] = Ai′

i A
i
[j′A

k
k′]Γ

i
jk ìû ïîëó÷àåì Si

′

j′κ′ = Ai′

i A
j
j′A

κ
κ′S

i
jκ(7.2),

à ýòî-òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èòàê, îáúåêò S, îïðåäåëåííûé ðà-

âåíñòâîì (7.1), ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (2,1), ýòîò òåíçîð îäíàçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ îáúåêòîì àôôèííîé ñâÿçíîñòè Γ,, åãî íàçûâàþò îáû÷íî òåíçîðîì

êðó÷åíèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òåíçîðàì ïåðâîé âàëåíòíîñòè. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå

ïîëå υi è äëÿ íåãî âû÷èñëèì âòîðóþ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ñíà÷àëà

âûïèñûâàåì çíà÷åíèå ïåðâîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò âåêòîðà ∇jυ
i =

∂jυ
i + Γij1υ

1(7.3)
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Ðàññìàòðèâàåì ýòó êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ êàê íîâûé òåíçîð, èìåþ-

ùèé òèï (1,1), è ïðèìåíèì ê íåìó ñíîâà îïåðàöèþ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

∇κ∇jυ
i = ∂κ∇jυ

i + Γiκh∇jυ
h − Γhκj∇hυ

i =

∂κ∂jυ
i + ∂κΓ

i
j1υ

1 + Γij1∂κυ
1 + Γiκh∂jυ

h+

ΓiκhΓ
h
i1υ

1 − Γhκj∇hυ
i (7.4)

Ìû çíàåì, ÷òî δκδjυ
i−âåëè÷èíà, ñèììåòðè÷íàÿ ïî èíäåêñàì k,j. Äàëåå,

äâà ïîä÷åðêíóòûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (7.4) â ñóììå äàþò âûðàæåíèå,

ñèììåòðè÷íîå ïî èíäåêñàì k, j, òàê êàê îíè, ïî ñóùåñòâó, ïîëó÷àþòñÿ äðóã

èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ k, j.

Ïðè àëüòåðíèðîâàíèè ïî èíäåêñàì k, j âñå âûðàæåíèÿ, ñèììåòðè÷íûå

ïî ýòèì èíäåêñàì, ïðîïàäóò, ïîýòîìó ∇[k∇j]υ
i = ∂[kΓ

i
j]1υ

1 + Γi[k|h1Γ
h
j]1υ

1 −

Γh[kj]∇hυ
1(7.5)

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñîäåðæàò îäèí è

òîò æå ìíîæèòåëü, èìåííî-âåêòîð υ1, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûíåñåí çà ñêîáêó,

â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïîÿâèëñÿ òåíçîð êðó÷åíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèåRi
kj1 =

2(∂[kΓ
i
j]1 + Γi[k|h1Γ

h
j]1)(7.6)

è ïîñëå ýòîãî ïåðåïèøåì òîæäåñòâî (7.5) â òàêîì âèäå: 2∇[k∇j]υ
i =

Ri
κj1υ

i − 2Shκj∇hυ
i(7.7)

Ïóñòü M-íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ, Xn è χ−ëþáàÿ êàðòà â M. Êàðòå

χ ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëåííàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â êàñàòåëüíîì

En(M), ïî ôîðìóëå (7.6) ìû âû÷èñëèì â òî÷êå M íàáîð èç n4 ÷èñåë Ri
kj1,

ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðòå χ, à âìåñòå ñ òåì ñîîòâåòñòâóþùèõ è ñîïîñòàâëåííîé
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ñ χ àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â En(M). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîé àôôèííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò â êàñàòåëüíîì En(M) ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé

íàáîð èç n4 ÷èñåë, ïîýòîìó Ri
kj1 îïðåäåëÿåò îáúåêò â êàñàòåëüíîì En(M). Äà-

ëåå, â ëåâîé ÷àñòè (7.7) ñòîèò òåíçîð òèïà (2,1); ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé

÷àñòè òîæå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òàêîãî æå òèïà, ïîýòîìó è ïåðâîå

ñëàãàåìîå ñïðàâà â ðàâåíñòâå (7.7) áóäåò òåíçîðîì òèïà (2,1), êàê ñóììà óêà-

çàííûõ äâóõ òåíçîðîâ òèïà (2,1), äîñòàòî÷íî ïåðåíåñòè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòà (7.7) â ëåâóþ. Òàê êàê èñõîäíîå âåêòîðíîå ïîëå υi ñ

ñàìîãî íà÷àëà áûëî ïðîèçâîëüíûì, òî îíî èìååò è â òî÷êå M ñîâåðøåííî ïðî-

èçâîëüíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò Ri
kj1 â êàñàòåëüíîì En(M) ïîñëå

ñâåðòûâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì υi äàåò òåíçîð òèïà (2,1). Îòñþäà ñåé-

÷àñ æå ñëåäóåò ïî òåîðåìå äåëåíèÿ, ÷òî ñàì îáúåêò Ri
kj1 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì

òèïà (3,1). Åãî íàçûâàþò òåíçîðîì êðèâèçíû àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Çàêëþ÷åíèå. "Òåíçîð"� ýòî îáùåå íàçâàíèå äëÿ âåêòîðîâ, ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ è äàæå äëÿ ñêàëÿðîâ. Òåíçîðû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â äèôôåðåíöèàëü-

íîé ãåîìåòðèè, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìåõàíèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå è äðóãèõ

îáëàñòÿõ íàóêè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè èñïîëüçîâàòü

òåîðèþ òåíçîðîâ â ýêîíîìè÷åñêèõ íàóêàõ. Â ýòîé êóðñîâîé ðàáîòå ìû èçëà-

ãàëè òåîðèþ òåíçîðîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì áûëî îïðåäåëåíî ÷òî òàêîå òåíçîð è ðàññìîòðåííû äåé-

ñòâèÿ íàä íèìè. Îäíèì èç ãëàâíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ äëÿ ìåíÿ áûëà òåîðåìà

äåëåíèÿ, èìåííî äëÿ íå¼ ìû ðàññìàòðèâàëè ïîíÿòèå òåíçîðà. È íà òð¼õ ïðè-

ìåðàõ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû äåëåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåíçîðà àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

òåíçîðà êðèâìçíû àôôèíîé ñâÿçíîñòè, áûëî äîêàçàíî,÷òî òåîðåìà äåëåíèÿ
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ÿçëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ïðèçíàêîì, êîòîðûé âûäåëÿåò òåíçîð ñðåäè ïîõîæèõ

íà íåãî îáúåêòîâ.
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