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Ââåäåíèå. Òåîðèÿ èãð � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîíôëèêòîâ. Èãðû äåëÿòñÿ íà àíòàãîíèñòè÷åñêèå è íåàí-

òàãîíèñòè÷åñêèå. Â àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãðàõ èíòåðåñû èãðîêîâ ïðîòèâîïî-

ëîæíû, ÷òî èñêëþ÷àåò èõ êîîïåðàöèþ. Íàïðîòèâ, â íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-

ðå âîçìîæíà êîîïåðàöèÿ èãðîêîâ.

Öåëüþ âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçàöèÿ è

ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè íåàí-

òàãîíèñòè÷åñêèõ èãð. Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäó-

þùèå çàäà÷è:

1. Ðàññìîòðåòü èãðû n ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå; ïðèìåðû è âèäû èõ ðå-

øåíèé.

2. Ðàññìîòðåòü ðåøåíèå áèìàòðè÷íûõ èãð â ÷èñòûõ/ñìåøàííûõ ñòðàòå-

ãèÿõ.

3. Ðàññìîòðåòü êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå äëÿ áèìàòðè÷íûõ èãð ïðè ïîìîùè

àðáèòðàæíîé ñõåìû Íýøà.

4. Äàòü ïîäðîáíîå äîêàçàòåëäüñòâî òåîðåìû Íýøà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ââåä¼ì îïèñàíèå íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-

ðû.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èãðà Ã = 〈I, (Xi)i∈I , (fi)i∈I〉, ãäå I = {1, · · · , n}� ìíî-

æåñòâî èãðîêîâ. Xi� ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà i,fi : X → R� ôóíêöèÿ

âûèãðûøà èãðîêà i. Òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ èãðîé n ëèö â

íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ôîðìèðîâàíèå ñèòóàöèè â èãðå Ã ñîñòîèò â âûáîðå êàæäûì èãðîêîì i ∈ I
íåêîòîðîé ñòðàòåãèè xi ∈ Xi, ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ x = (xi)i∈I . Ïîëó-

÷åííóþ ñèòóàöèþ êàæäûé èãðîê i = 1, · · · , n îöåíèâàåò ñî ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè fi. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî fi(x) åñòü âåëè÷èíà âûèãðûøà,

ïîëó÷àåìîãî èãðîêîì i â ñèòóàöèè x.

Òàêèì îáðàçîì, íåàíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèìè ñòîðîíà-

ìè, èìåþùèìè íåñîâïàäàþùèå èíòåðåñû.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü Ã = 〈I, (Xi)i∈I , (fi)i∈I〉� èãðà n ëèö, çàäàííàÿ

â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ñèòóàöèÿ x0 = (x01, · · · , x0n) ∈ X íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé

ðàâíîâåñèÿ â èãðå Ã (ðàâíîâåñèåì â ñìûñëå Íýøà),åñëè äëÿ âñåõ i ∈ I, xi ∈ Xi
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âûïîëíÿåòñÿ

fi(x
0‖xi) 6 fi(x

0). (1.1)

Ïîÿñíåíèå. ×åðåç x0 ‖ xi îáîçíà÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ñèòóàöèè
x0 çàìåíîé åå i-é êîìïîíåíòû x0i íà ñòðàòåãèþ xi. Òàêèì îáðàçîì, x0 ‖ xi åñòü
ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè îäíîñòîðîííåì îòêëîíåíèè èãðîêà i îò ñèòóàöèè

x0.

Â áåñêîàëèöèîííîé èãðå âñÿêàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-

âîé: åñëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñëîæèëàñü, òî îíà íå áóäåò èìåòü îñíîâàíèé äëÿ

ðàçðóøåíèÿ, òàê êàê íè îäèí èç èãðîêîâ íå çàèíòåðåñîâàí â îäíîñòîðîííåì

îòêëîíåíèè îò íåå. È îáðàòíî, åñëè ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé, òî,

êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê, çàèíòåðåñîâàííûé

â îäíîñòîðîííåì îòêëîíåíèè îò ýòîé ñèòóàöèè, ïîýòîìó òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò

òåíäåíöèþ ê ðàçðóøåíèþ.

Ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî âàæíûì äëÿ áèìàòðè÷-

íûõ èãð.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èãðà Ã = 〈I, (Xi)i∈I , (fi)i∈I〉, â êîòîðîé n = 2 è ìíî-

æåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ áèìàòðè÷íîé èãðîé; òàêàÿ

èãðà ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðîé ìàòðèö A = ‖aji‖, B = ‖bji‖(i = 1, n; j = 1,m),

ãäå A åñòü ìàòðèöà âûèãðûøåé èãðîêà 1 è B ìàòðèöà âûèãðûøåé èãðîêà 2.

Áèìàòðè÷íàÿ èãðà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ã(A,B).

Â áèìàòðè÷íîé èãðå âûèãðûø èãðîêà 1 ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ïðîèãðû-

øåì èãðîêà 2. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî, òî åñòü, êî-

ãäà aji = −b
j
i ïðè âñåõ i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m ïîëó÷àåòñÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà

ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé A. Çàäàíèå ìàòðèöû B ñòàíîâèòñÿ çäåñü èçëèøíèì.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ áèìàòðè÷íîé èãðû Ã(A,B) ñèòóàöèÿ (i0, j0) ÿâëÿ-

åòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ

i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m âûïîëíÿåòñÿ

aj0i 6 aj0i0 , b
j
i0
6 bj0i0 . (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé

èãðîêîâ êîíå÷íû, òî òàêàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé. Ìàòðè÷íàÿ èãðà çà-

äàåòñÿ â âèäå ìàòðèöû A = ‖aji‖ (i = 1, n; j = 1,m), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàò-
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ðèöåé âûèãðûøåé èëè ïëàòåæíîé ìàòðèöåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèè èãðîêà

1 ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ íîìåðàìè ñòðîê, à ñòðàòåãèè èãðîêà 2 � ñ

íîìåðàìè ñòîëáöîâ ïëàòåæíîé ìàòðèöû. ×èñëî aji ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîâðå-

ìåííî êàê âûèãðûø èãðîêà 1 è ïðîèãðûø èãðîêà 2 â ñèòóàöèè (i, j).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü ÃA � ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé

A = ‖aji‖. Ñèòóàöèÿ (i0, j0) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé â èãðå ÃA, åñëè ïðè

âñåõ (i = 1, n; j = 1,m) âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

aj0i 6 aj0i0 6 aji0 (2.2)

Çàìå÷àíèå 2.2. Ñèòóàöèÿ (i0, j0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé èãðû ÃA òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò aj0i0 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî íàèìåíüøèì

ýëåìåíòîì ñâîåé ñòðîêè è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ñâîåãî ñòîëáöà. Óñòîé÷è-

âûå â ìàòðè÷íîé èãðå ñèòóàöèè � ýòî è åñòü åå ñåäëîâûå òî÷êè: îäíîñòîðîííåå

îòêëîíåíèå îò ñåäëîâîé òî÷êè íå âûãîäíî íè îäíîìó èç èãðîêîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà áèìàòðè÷íàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé (òî åñòü,êîãäà

bji = −a
j
i ), âòîðîå íåðàâåíñòâî â (2.1) ïðèíèìàåò âèä aj0i0 6 aji0, è â ðåçóëü-

òàòå ïðèõîäèì ê äâîéíîìó íåðàâåíñòâó (2.2), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñèòóàöèÿ

(i0, j0) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà â èãðå ñ ïëàòåæíîé ìàòðèöåé A. Òàêèì îáðàçîì,

ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïðèíöèïà ñåäëî-

âîé òî÷êèé ïðè ïåðåõîäå îò êëàññà ìàòðè÷íûõ èãð ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó

áèìàòðè÷íûõ èãð.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü Ã(A,B) � áèìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöàìè âûèã-

ðûøåé A è B ôîðìàòà n×m. Ìíîæåñòâîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêà 1 ÿâëÿåò-

ñÿ {1, · · · , n} è ìíîæåñòâîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêà 2 ÿâëÿåòñÿ {1, · · · ,m}.
Ïîä ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà 1 â èãðå Ã(A,B) ïîíèìàåòñÿ ëþáîé âåðîÿò-

íîñòíûé âåêòîð x = (x1, · · · , xn) ∈ Sn, à ïîä ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà 2

� ëþáîé âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð y = (y1, · · · , ym) ∈ Sm. Åñëè èãðîê 1 èñïîëü-

çóåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ x, à èãðîê 2 � ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ y, òî ââèäó

íåçàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñè-

òóàöèè (i, j) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ xi, yj, è â ýòîé ñèòóàöèè èãðîê 1 ïîëó÷àåò

âûèãðûø aji , à èãðîê 2 � âûèãðûø bji . Òàêèì îáðàçîì, â ñèòóàöèè â ñìåøàí-
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íûõ ñòðàòåãèÿõ (x, y) èñõîäîì äëÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ1 =

(
aji
xiyj

)
, à äëÿ èãðîêà 2� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2 =

(
bji
xiyj

)
.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Â êà÷åñòâå âûèãðûøåé èãðîêîâ 1 è 2 áåðóòñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèå îæèäàíèÿ äàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

FA(x, y) =
∑
i=1,n
j=1,m

(xiyj)a
j
i , (3.1)

FB(x, y) =
∑
i=1,n
j=1,m

(xiyj)b
j
i . (3.2)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ èãðà èãðîêîâ 1 è 2, â êîòîðîé ìíîæåñòâàìè

èõ ñòðàòåãèé áóäóò ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ Sn è Sm. Ïîñòðîåííàÿ

èãðà íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì èãðû Ã(A,B) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Ã(A,B).

Ëåììà 3.1. Åñëè x, y � ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå Ã(A,B) è

Spx = T1, Spy = T2, òîãäà âåêòîð-ñòðîêà x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

x ·BT2
= 0, (3.3)

à âåêòîð-ñòîëáåö y � ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

AT1
· y = 0. (3.4)

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèòóàöèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (x0, y0),

Spx
0 = T1 è Spy

0 = T2 ÿâëÿëàñü ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íîé èãðå

Ã(A,B) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a) âåêòîð x0 áûë ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.5);

b) âåêòîð y0 áûë ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.6);

c) âåêòîð x0 áûë ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

x ·B′T2
6 0; (1.12)
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d) âåêòîð y0 áûë ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

A′T1
· y 6 0. (1.13)

Óêàæåì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ñèòóàöèé

ðàâíîâåñèÿ ñ çàäàííûìè ñïåêòðàìè ìîæåò áûòü óïðîùåíà.

Ñëó÷àé 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A[T1,T2] ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A, ñîñòîÿùóþ èç

òåõ ýëåìåíòîâ aji , äëÿ êîòîðûõ i ∈ T1 è j ∈ T2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðå-

äåëÿåì ïîäìàòðèöó B[T1,T2] ìàòðèöû B.

Åñëè ìàòðèöû A[T1,T2] è B[T1,T2] îáå îêàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî âñå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.5) è âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.6) ïðîïîðöèîíàëüíû ìåæäó

ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà ñèòóàöèÿ (x, y) ∈ Sn × Sm, äëÿ

êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.5), à y � ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.6).

Òîãäà íåðàâåíñòâà (3.8) è (3.9) äîëæíû áûòü ïðîâåðåíû äëÿ êîìïîíåíò ýòîé

åäèíñòâåííîé ñèòóàöèè.

Ñëó÷àé 2. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) â èãðå Ã(A,B) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñìåøàííîé,

åñëè ñïåêòð x0 ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêà 1 è ñïåêòð y0 èç âñåõ

÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêà 2. Ïðè óñòàíîâëåíèè òîãî, ÷òî âïîëíå ñìåøàííàÿ

ñèòóàöèÿ (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèÿ c)è d) ïðîâåðÿòü

íå íàäî, òàê êàê îíè âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè. Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî

áèìàòðè÷íàÿ èãðà Ã(A,B) èìååò âïîëíå ñìåøàííóþ ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.5) è (3.6) èìåþò

ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïðèíöèïîì îïòè-

ìàëüíîñòè â áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ, òî åñòü èãðàõ, â êîòîðûõ íå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ îáðàçîâàíèå êîàëèöèé. Êîàëèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé êîîïåðàöèè, íà-

ïðàâëåííîé íà óâåëè÷åíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ âîçìîæíîñòåé èãðîêîâ, èëè, â

òåîðåòèêî�èãðîâûõ òåðìèíàõ, íà óâåëè÷åíèå èõ âûèãðûøåé. Îòìåòèì, ÷òî

â àíòàãîíèñòè÷åñêîé (â ÷àñòíîñòè, â ìàòðè÷íîé) èãðå êîîïåðàöèÿ èãðîêîâ

ëèøåíà ñìûñëà, òàê êàê â òàêîé èãðå óëó÷øåíèå ïîëîæåíèÿ îäíîãî èç íèõ

ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ ïîëîæåíèÿ äðóãîãî. Ïðè ïåðåõîäå îò ìàòðè÷íîé èãðû

ê áèìàòðè÷íîé êàðòèíà ìåíÿåòñÿ: â áèìàòðè÷íîé èãðå êîîïåðàöèÿ èãðîêîâ

ìîæåò óëó÷øèòü ïîëîæåíèå èõ îáîèõ. Â áèìàòðè÷íîé èãðå èìååòñÿ òîëüêî
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îäíà íåòðèâèàëüíàÿ êîàëèöèÿ (òî åñòü êîàëèöèÿ, ñîñòîÿùàÿ áîëåå, ÷åì èç

îäíîãî èãðîêà) � êîàëèöèÿ îáîèõ èãðîêîâ. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ îòëè÷èé ìåæäó

èíäèâèäóàëüíûì âûáîðîì ðåøåíèé îáîèìè èãðîêàìè è ñîâìåñòíûì ïðèíÿ-

òèåì ðåøåíèÿ êîàëèöèåé ýòèõ èãðîêîâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð "êîíêóðñ íà

ðåàëèçàöèþ ïðîåêòà".

Ïðè èçó÷åíèè êîîïåðàòèâíîãî àñïåêòà èãðû â òåîðèè èãð âíèìàíèå îáðà-

ùàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íå íà ñèòóàöèè èãðû, à íà åå èñõîäû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

ýòèì â îñíîâó ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè êëàäåòñÿ èäåÿ âûãîäíîñòè.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðîàíàëèçèðóåì � êàê ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà èäåÿ

âûãîäíîñòè â ðàìêàõ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö. Ïóñòü X � ìíî-

æåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 1 è Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 2. Åñëè èãðîêè

1 è 2 îáðàçóþò êîàëèöèþ {1, 2}, òî ýòà êîàëèöèÿ ìîæåò ñîçäàòü ëþáóþ ñèòó-

àöèþ (x, y) ∈ X × Y è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçîâàòü ëþáîé èñõîä èãðû. Âîç-

íèêàåò âîïðîñ � êàêîé èñõîä èãðû â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñ÷èòàòü íàèáîëåå

âûãîäíûì äëÿ êîàëèöèè {1, 2}, òî åñòü îïòèìàëüíûì äëÿ íåå?

Ñêàæåì, â ðàìêàõ ïðèìåðà 1.6, èãðîêè 1 è 2, îáúåäèíèâøèñü â êîàëè-

öèþ, î÷åâèäíî, ïðåäïî÷òóò èñõîä (4, 4) èñõîäó (2, 2), îäíàêî èñõîäû (7,−1) è
(−1, 7) òàêæå ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè íà îïòèìàëüíûé èñõîä.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ áèìàòðè÷íîé èãðû Ã(A,B) ðàññìîòðåíèå âîïðîñà îá

åå îïòèìàëüíîì èñõîäå ñ òî÷êè çðåíèÿ êîàëèöèè {1, 2} óäîáíî ïðåäñòàâèòü

â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè

(u1, u2) èçîáðàçèì òî÷êè, êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âûèãðûøè èãðî-

êîâ (aji , b
j
i ) â êàæäîé âîçìîæíîé ñèòóàöèè (i, j), ãäå i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m

(ïî îñè u1 îòêëàäûâàåì âûèãðûøè èãðîêà 1 è ïî îñè u2 � âûèãðûøè èãðîêà

2). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò êàðòèíêà âðîäå èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.1. Ïîñêîëüêó

êîàëèöèÿ {1, 2} ìîæåò âûáðàòü ëþáîé èç ïðåäñòàâëåííûõ èñõîäîâ, òî ïîëó-

÷àåòñÿ ôàêòè÷åñêè çàäà÷à 2�êðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ãäå èãðîê 1 ñòðå-

ìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü êðèòåðèé u1, à èãðîê 2 ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü

êðèòåðèé u2.
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Àíàëèç çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñîäåðæèò 2 ýòà-

ïà. 1�ýòàï áàçèðóåòñÿ íà îòíîøåíèè äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïàðåòî. Îò-

áðàñûâàÿ èñõîäû, äîìèíèðóåìûå ïî Ïàðåòî, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî Ïàðå-

òî�îïòèìàëüíûõ èñõîäîâ (ñêàæåì, â ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 1.1, Ïà-

ðåòî�îïòèìàëüíûìè èñõîäàìè áóäóò èñõîäû {4, 9, 11, 12}). Âûáîð îïòèìàëü-

íîãî èñõîäà ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî�îïòèìàëüíûõ èñõîäîâ.

2�é ýòàï � ðåøåíèå âîïðîñà: êàêîé èñõîä èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî�îïòèìàëüíûõ

èñõîäîâ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî èñõîäà èãðû?

Îòìåòèì, ÷òî îòáðàñûâàÿ äîìèíèðóåìûå ïî Ïàðåòî èñõîäû, èãðîêè âû-

ñòóïàþò êàê ñîþçíèêè, òàê êàê ýòîò øàã âûãîäåí èì îáîèì. Îäíàêî ïðè ñðàâ-

íåíèè ëþáûõ äâóõ Ïàðåòî�îïòèìàëüíûõ èñõîäîâ èãðîêè èç ñîþçíèêîâ ïðå-

âðàùàþòñÿ â ïðîòèâíèêîâ: ëþáûå äâà Ïàðåòî�îïòèìàëüíûõ èñõîäà íåñðàâ-

íèìû ïî Ïàðåòî, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèå âûèãðûøà îäíîãî èãðîêà âëå÷åò

óìåíüøåíèå âûèãðûøà äðóãîãî èãðîêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî èñõîäà êîàëèöèè èãðîêîâ

â áèìàòðè÷íîé èãðå ñäåëàåì åùå îäíî äîïóùåíèå: äëÿ êîàëèöèè {1, 2} äîïó-
ñòèì èñïîëüçîâàíèå íå òîëüêî ÷èñòûõ, íî è ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé êîàëèöèè {1, 2} â áèìàòðè÷-

íîé èãðå Ã(A,B) áóäåì íàçûâàòü âñÿêèé âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð z = zi,j íà ìíî-

æåñòâå ÷èñòûõ ñèòóàöèé ýòîé èãðû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî zi,j > 0,
∑
zi,j = 1).

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîê 1 èñïîëüçóåò ñìåøàí-

íóþ ñòðàòåãèþ x = (x1, · · · , xn) ∈ Sn, à èãðîê 2 � ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ

y = (y1, · · · , ym) ∈ Sm. Òîãäà íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé èãðû âîçíèêàåò âåðî-
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ÿòíîñòíûé âåêòîð zi,j , ãäå zi,j = xiyj (i = 1, n; j = 1,m); îí áóäåò ïî îïðå-

äåëåíèþ ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé êîàëèöèè {1, 2}. Îäíàêî âåêòîðà óêàçàííîãî
âèäà ðåàëèçóþò ëèøü íåçàâèñèìûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæå-

ñòâå ÷èñòûõ ñèòóàöèé èãðû. Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî, à íå

òîëüêî íåçàâèñèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñèòóàöèé èãðû �

åñòü ïðîÿâëåíèå "ýôôåêòà êîîïåðàöèè"ïðèìåíèòåëüíî ê ñìåøèâàíèþ ñòðà-

òåãèé èãðîêîâ.

Äîïóùåíèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé êîàëèöèè {1, 2} ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

âìåñòå ñ äâóìÿ èñõîäàìè (u1, u2), (u
′
1, u
′
2) êîàëèöèÿ {1, 2} ìîæåò ðåàëèçîâàòü

òàêæå èñõîä λ(u1, u2) + (1− λ)(u′1, u′2) = (λu1 + (1− λ))u′1, λu2 + (1− λ))u′2),
ãäå 0 6 λ 6 1. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî

èñõîäîâ áèìàòðè÷íîé èãðû Ã(A,B) ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíàìè

êîòîðîãî áóäóò òî÷êè (aji , b
j
i ) (i = 1, n; j = 1,m). Ïðè ýòîì èñõîäû, îïòèìàëü-

íûå ïî Ïàðåòî, ñîñòàâëÿþò "ñåâåðî�âîñòî÷íóþ ãðàíèöó"ýòîãî ìíîãîóãîëüíè-

êà, ñì. ðèñ.1.2.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ áèìàòðè÷íîé èãðû ñâîäèòñÿ

òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ïðàâèëà, êîòîðîå äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà

èñõîäîâ óêàçûâàåò åäèíñòâåííûé îïòèìàëüíûé èñõîä, ïðèíàäëåæàùèé åãî

"ñåâåðî�âîñòî÷íîé ãðàíèöå". Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, èçâåñòíîå â

òåîðèè èãð êàê àðáèòðàæíîå ðåøåíèå Íýøà.

Àðáèòðàæíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñèñòåìó òðåáîâàíèé

(àêñèîì), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ äëÿ ëþáîé èãðû âûäåëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå � îïòèìàëüíûé èñõîä ýòîé èãðû.
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Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ áèìàòðè÷íîé èãðû Ã(A,B) îáîçíà÷èì ÷åðåç D îá-

ëàñòü íà ïëîñêîñòè (u1, u2), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èñõîäîâ ýòîé

èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ; ïóñòü vA � öåíà ìàòðè÷íîé èãðû ÃA, vB �

öåíà ìàòðè÷íîé èãðû ÃB â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðè ýòîì òî÷êàM0(vA, vB)

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé status quo. Àðáèòðàæíîå ðåøåíèå Íýøà äëÿ êàæäîé îá-

ëàñòè D ñ âûäåëåííîé òî÷êîé M0 óêàçûâàåò åäèíñòâåííóþ òî÷êó M∗(u∗1, u
∗
2)

îáëàñòè D, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îïòèìàëüíûé èñõîä.

Ìàòåìàòè÷åñêè àðáèòðàæíîå ðåøåíèå Íýøà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæå-

íèå Ô, êîòîðîå êàæäîé ïàðå âèäà (D, (vA, vB)) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó

(u∗1, u
∗
2) ∈ D, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå Ô óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

1. Êîëëåêòèâíàÿ ðàöèîíàëüíîñòü: åñëè äëÿ (u1, u2) ∈ D èìååò ìåñòî

(u1, u2) >Par (u∗1, u
∗
2), òî (u1, u2) = (u∗1, u

∗
2).

Òðåáîâàíèå êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îïòèìàëü-

íîñòü èñõîäà (u∗1, u
∗
2) ïî Ïàðåòî.

2. Èíäèâèäóàëüíàÿ ðàöèîíàëüíîñòü: u∗1 > vA, u
∗
2 > vB.

Òðåáîâàíèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïòèìàëü-

íîì èñõîäå êàæäûé èãðîê äîëæåí ïîëó÷èòü íå ìåíüøå, ÷åì åãî ìàêñèìàëü-

íûé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø (íå ìåíüøå"ñâîåãî"ìàêñèìèíà, ñîâïàäàþùå-

ãî ñ öåíîé ñîîòâåòñòâóþùåé èãðû).

3. Ëèíåéíîñòü: Ïóñòü îáëàñòü D′ ïîëó÷àåòñÿ èç D ñ ïîìîùüþ

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà u′1 = α1u1 + β1, u′2 = α2u2 + β2, ãäå

α1 > 0, α2 > 0. Ïîëîæèì v′A = α1vA + β1, v′B = α2vB + β2. Òîãäà

Ô(D′, (v′A, v
′
B)) = (α1u

∗
1 + β1, α2u

∗
2 + β2).

Ñìûñë àêñèîìû ëèíåéíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå

äîëæíî çàâèñåòü îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà è ìàñøòàáà èçìåðåíèÿ âûèãðû-

øåé.

4. Ñèììåòðèÿ: Åñëè ìíîæåñòâî èñõîäîâ D ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèñ-

ñåêòðèñû ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà è vA = vB, òîãäà u
∗
1 = u∗2.

Ýòà àêñèîìà ïîñòóëèðóåò ðàâíîïðàâèå èãðîêîâ.

5. Íåçàâèñèìîñòü îò ïîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ: Ïóñòü D1 ⊆ D è

Ô(D, (vA, vB)) ∈ D1. Òîãäà Ô(D1, (vA, vB)) = Ô(D, (vA, vB)).

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû äàíî ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî âàæíåéøåé òåîðåìû

òåîðèè íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð � òåîðåìû Íýøà.
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Òåîðåìà 4.3(Íýøà) Êàæäàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ñèòóàöèþ ðàâíîâå-

ñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äàëåå â ïðèëîæåíèå A äàåòñÿ îïèñàíèå èãðû êðåñòèêè-íîëèêè. Ñ ïîìî-

ùüþ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èã-

ðû, êîòîðûå îáðàçóþò ðàâíîâåñèå Íýøà. Òàêæå èãðà êðåñòèêè-íîëèêè ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñ++.

Çàêëþ÷åíèå. Äàííàÿ áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåìå ¾Íåàíòàãîíè-

ñòè÷åñêèå èãðû¿.

Â õîäå ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Áûëè ðàññìîòðåíû èãðû n ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå. Èãðû n ëèö ïðåä-

ñòàâëÿëè â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîâìåñòíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â

óñëîâèÿõ íåñîâïàäåíèÿ èíòåðåñîâ. Ïðèìåðû ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, ìîäåëè-

ðóåìûõ áåñêîàëèöèîííûìè èãðàìè.

2. Áûëè ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ áèìàòðè÷íûõ èãð â ÷èñòûõ/ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

3. Èçó÷åíî êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå äëÿ áèìàòðè÷íûõ èãð ïðè ïîìîùè àð-

áèòðàæíîé ñõåìû Íýøà. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòè-

ìèçàöèè.

4. Äàíî ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íýøà.
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