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Ââåäåíèå

Â 1912 ãîäó Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ Áåðíøòåéí ââ¼ë ìíîãî÷ëåí:

B(x) =
n∑
k=0

ykC
k
nx

k(1− x)n−k.

Äëÿ íåãî áûë äîêàçàí òîò ôàêò, ÷òî åñëè yk � íåïðåðûâíàÿ íà [0,1] ôóíêöèÿ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn(x) ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1].

Ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòü çíàìåíèòóþ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì

ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìà-

ìè. ×òî íå ìåíåå âàæíî, äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü î÷åíü ïðîñòûì.

Â òåîðèè êðèâûõ Áåçüå ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà òàêæå íàøëè ïðèìåíåíèå.

Êðèâûå Áåçüå îïðåäåëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì ïîëþñîâ � òî÷åê â êî-

íå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíèå òàêîé êðèâîé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëè-

íåéíûõ èíòåðïîëÿöèé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Êàñòåëúæî. Êàæäàÿ

òî÷êà êðèâîé Áåçüå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ïîëþñîâ. Óïðàâëÿÿ ïî-

ëþñàìè, ìîæíî ïîñòðîèòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ ñëîæíîãî âèäà ñ òðåáóå-

ìûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, êîìïüþòåðíûå øðèôòû ñîçäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ

êðèâûõ Áåçüå.

Öåëü äàííîé âûïóñêíîé ðàáîòû � ðàññìîòðåòü ñâåäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíå

Áåðíøòåéíà: ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, äèôôåðåíöèðóåìîñòü ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, îöå-

íèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, áóäåò äàíà ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà è ïîëó÷åíû êðèâûå ÷å-

ðåç îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà. Â ïðåäïîñëåäíåì ïàðà-

ãðàôå áóäåò äàíî îïðåäåëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà

è ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå íà ïðàêòèêå

áóäåò ïîêàçàíî, êàêîé èç âàðèàíòîâ ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà ëó÷øå ïðèáëè-

æàåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòîèò èç òðèíàäöàòè ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäå-

ëå ôîðìóëèðóþòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà, áàçèñíîãî ïîëèíî-

ìà è îïðåäåëåíèå öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ. Âî âòîðîì ðàçäåëàõ äîêàçûâàþò-
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ñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèíîìîìîâ Áåðíøòåéíàà. Â òðåòüåì ðàçåäåëå

èçëîæåíû îñíîâíûå òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåé-

íà. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäåëüíûìè

ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà. Â ïÿòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçû-

âàåòñÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé íà

îòðåçêå ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Â øåñòîì ðàçäåëå ïîêàçàíî,

â êàêèõ ôîðìàõ ìîæíî çàïèñûâàòü ïîëèíîì Áåðíøòåéíà. Â ñåäüìîì ðàçäåëå

èññëåäóåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà. Â âîñüìîì ðàçäå-

ëå îïèñàíî, êàê ñ ïîìîùüþ âåêòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà

ïîëó÷èòü êðèâûå Áåçüå. Â äåâÿòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîå-

íèÿ ñîñòàâíîé êðèâîé Áåçüå.

Â äåñÿòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðå-

ìû Âîðîíîâñêîé - òåîðåìà Âîðîíîâñêîé-Áåðíøòåéíà. Â îäèííàäöàòîì ðàç-

äåëå îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Âîðîíîâñêîé-Áåðíøòåéí, à

òàêæå å¼ ÷àñòíûé ñëó÷àé. Â äâåíàäöàòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäå-

ëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòî-

ðûå åãî ñâîéñòâà. Â òðèíàäöàòîì ðàçäåëå íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî

ìîäèôèöèðîâàííûé ïîëèíîì ïðèáëèæàåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ ãîðàçäî òî÷-

íåå ñòàíäàðòíîãî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèè è ïîëèíîìîâ âûáðàíà ïðîãðàììà Wolfram

Mathematica.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèå ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà, îïðåäåëåíèå

Áàçèñíîãî ïîëèíîìà è îïðåäåëåíèå öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ:

Îïðåäåëåíèå 1. ∀n ∈ N àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì

B(x) =
n∑
k=0

ykC
k
nx

k(1− x)n−k, yk = f(
k

n
) (1)

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Áåðíøòåéíà.

Îáîçíà÷åíèÿ: Bn(x), B(f, x), Bn(f, x).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëèíîì

pnk = Ck
nx

k(1− x)n−k, x ∈ [0, 1] (2)

íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ïîëèíîìîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ

Snv(x) =
n∑
k=0

(k/n− x)vpnk(x)

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà:

Sn0(x) = 1 (3)

Sn1(x) = 0 (4)

Sn2(x) =
x(1− x)

n
(5)

Sn4(x) ≤
x(1− x)

n2
∀n ∈ N (6)

|Snm(x)| ≤ K(m)
x(1− x)
n(m+1)/2

∀n ∈ N (7)

K(m)−ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò m.
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Â ðàçäåëå ïîä íîìåðîì äâà ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëèíî-

ìîâ Áåðíøòåéíà:

1. B(0) = y0, B(1) = yn. Áàçèíñíûå ïîëèíîìû 2 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

2. Ïðè x ∈ [0, 1] ìíîãî÷ëåí pnk(x) > 0, ïðè÷åì â òî÷êå 0 èìååò êðàòíîñòü

k, â òî÷êå 1 � íóëü êðàòíîñòè n−k, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé â (0, 1). Åãî
åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì ëåæèò â òî÷êå k

n .

3.
n∑
k=0

pnk(x) ≡ 1.

4.
n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k = nx(1− x)

5. B(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì ïðîñòðàíñòâî

C[0, 1] (ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1] ñ íîðìîé ||f || =
max|f(x)|, x ∈ [a, b]) â ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-

ïåíè ìåíüøå n.

Ñëåäñòâèÿ èç 5:

1. Åñëè f(x) > 0∀x ∈ [0, 1], òî B(x) > 0.

2. Åñëè ∀x ∈ [0, 1]f(x) > g(x), òî B(f, x) > B(g, x).

3. B(f, x) 6 B(|f |, x)
Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåî-

ðèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà:

Òåîðåìà 1 (Áåðíøòåéí). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x), íåïðåðûâíîé íà [0, 1],

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Bn(f, x) ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíî-

ìåðíî íà [0, 1], òî åñòü

lim
n→∞

Bn(x) = f(x)

Òåîðåìà 2 (Õëîäîâñêèé). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ f (p)(x)

ïîðÿäêà p ≥ 1, íåïðåðûâíóþ íà [0, 1]. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

j = 1, ..., p ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B
(j)
n (f, x) ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ ê f (j)(x) ðàâ-

íîìåðíî íà [0, 1].

Òåîðåìà 3 (Âîðîíîâñêàÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1] è â

òî÷êå x0 ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x0). Òîãäà

Bn(f, x0)− f(x0) =
x0(1− x)f ′′(x0)

2n
+
αn(x0)

n
, αn(x0)→ 0, n→∞
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Òåîðåìà 4 (Ïîïîâè÷èó). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1]. Òîãäà

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ Kω(f,
1√
n
), x ∈ [0, 1], n ∈ N

ñ íåêîòîðîé óíèâåðñàëüíîé êîíñòàíòîéK > 0, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà f, n, x.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, x, y ∈ [0, 1]

ñ êîíñòàíòîé L > 0, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

|Bn(f, x)− f(x)| ≤
Q√
n
, x ∈ [0, 1],

ãäå Q = KL.

Â ðàçäåëàõ ñ ÷åòâåðòîãî ïî äåâÿòûé ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòàëüíûå ñâîé-

ñòâà ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà, à òàêæå ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñîñòàâíîé

êðèâîé Áåçüå ÷åðåç ïîëèíîì Áåðíøòåéíà. Â ðàçäåëå íîìåð äâåíàäöàòü âíè-

ìàíèå óäåëåíî ìîäèôèöèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó Áåðíøòåéíà è åãî ñâîéñòâàì.

Òàêîé ïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóùèì îáðàçîì. Åñëè f ∈ C(m)[0, 1],m ≥ 2,

òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà äàþò ïðèáëèæåíèå íà îñíîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ

ëèøü ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f . Ïîñòðîèì ìîäèôèöèðîâàí-

íûå ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà Bnmf ïðè ó÷åòå f ∈ C(m)[0, 1]. Ïîëîæèì äëÿ

ôóíêöèè f, êîòîðàÿ èìååò ñòîëüêî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ íà [0, 1], ñêîëü-

êî âõîäÿò â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë 1, ñëåäóþùåå:
Bn1(f, x) = Bn(f, x), Bn2(f, x) = Bn(f, x),

Bnν(f, x) = Bn(f, x)−
ν−1∑
k=2

1
k!Snk(x)Bn,ν−k(f

(k), x)
(8)

ïðè ν ≥ 3. Â ýòîì æå ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäèô-

öèðîâàííîãî ïîëèíîìà.
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Òåîðåìà 15. Åñëè f ∈ C(m)[0, 1],m ≥ 2, òî

|Bn,m+1(f, x)− f(x)| ≤ K(m)
x(1− x)
nm/2

ω(f (m),
1√
n
) (9)

Òåîðåìà 16. Åñëè f ∈ C(m+1)[0, 1],m ≥ 1, òî

|Bn,m+1(f, x)−f(x)−αm+1(x)f
(m+1)(x)| ≤ K(m)

x(1− x)
nm+1/2

ω(f (m+1),
1√
n
) (10)

α2(x) =
1

2!
Sn2(x), α3(x) =

1

3!
Sn3(x). (11)

Ïðè m ≥ 3:

αm+1(x) =
1

(m+ 1)!
Sn,m+1(x)−

m−1∑
k=2

1

k!
Snk(x)αm+1−k(x) (12)

Òåîðåìà 17.

B′n(f, x) =
n

x(1− x)

n∑
k=0

f(k/n)(k/n− x)pnk(x)

Äàëåå ñòðîÿòñÿ íåêîòîðûå ìîäèôèöèðîâàííûå ïîëèíîìû äëÿ ôóíêöèè

ev = xv è âûâîäÿòñÿ îöåíêè èõ òî÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.

Bn3(ev) = ev(v = 0, 1, 2)

Bn3(e3, x)− e3(x) =
x(1− x)(1− 2x)

n2

||Bn3(e3, x)− e3|| ≤
1

6
√
3n2

Çàìå÷àíèå 3.

Bn4(ev, x) = ev, v = 0, 1, 2, 3

||Bn4(e4, x)− e4|| ≤
1

16
|3n+ 2

n3
|

Äàëåå â ýòîì æå ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ åùå îäíî ñâîéñòâî ìîäèôèöèðî-

âàííîãî ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà.
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Òåîðåìà 18. Bnv - ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðè v < 3. Ïðè v ≥ 3 íå êàæäûé ìî-

äèôöèðîâàííûé ïîëèíîì Áåðíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîðîì. Ïðè

ýòîì, åñëè 2k−1
2n ≤ x ≤ 2k+1

2n , fn(x) = (x− k/n)2, òî

Bn3(fn, x) = −
x(1− x)

n
(∗)

8



Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ðàññìîòðåíû ñâåäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíå Áåðíøòåé-

íà, ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Áåðíøòåéíà, äèôôåðåíöèðóåìîñòü ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà. Êðîìå òîãî, áû-

ëà äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà è ïîëó÷åíû

êðèâûå ÷åðåç îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà. Äàëåå ðàñ-

ñìîòðåíà îäíà èç ìîäèôèêàöèé ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, êîòîðàÿ äà¼ò áîëåå

òî÷íîå ïðèáëèæåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìîäèôèêàöèè

ìíîãî÷ëåíà Áåðøòåéíà. Òàêæå â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå îñíîâíîé ÷ñòè áûëî

íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, íàñêîëüêî òî÷íåå ìîäèôèöèðîâàííûé ìíîãî-

÷ëåí Áåðíøòåéíà ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ, íåæåëè ñòàäàðòíûé ìíîãî÷ëåí.

Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè êðèâûõ Áåçüå,

àêòèâíî èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ìîäåëèðîâàíèå (êîìïüþòåðíàÿ ãåîìåòðèÿ, Computer Aided Geometric

Design, CAGD) � îòíîñèòåëüíî ìîëîäîå íàïðàâëåíèå â ïðèêëàäíîé ìàòåìà-

òèêå, âûäåëèâøååñÿ â 60-70-x ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Îíî îáúåäåíèëî íåêîòî-

ðûå èäåè èç ãåîìåòðèè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè íà áàçå êîìïüþòåðíûõ

òåõíîëîãèé. Â ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè èçó÷àþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîå-

íèÿ êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé è òåë, à òàêæå ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ íàä íèìè ðàç-

ëè÷íûõ îïåðàöèé. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå äàííîãî íàïðàâëåíèÿ

âíåñëè Ïüåð Áåçüå èç àâòîìîáèëåñòðîèòåëüíîé êîìïàíèè ¾Ðåíî¿ è Ïîëü äå

Êàñòåëüæî èç êîìïàíèè ¾Ñèòðîåí¿, ïðåäëîæèâ â 60-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà íåçàâè-

ñèìî äðóã îò äðóãà ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ.

Â çàêëþ÷åíèè ñâîåé áàêàëàâðñêîé ðàáîòû õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî óäèâèòåëüíî,

êàê â 1912 ãîäó Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ Áåðíøòåéí îïèñàë, íå èìåÿ ñîâðåìåííûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèáîðîâ, êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, è èñïîëüçîâàë ïîíÿ-

òèå ïîëèíîìà â êîíñòðóêòèâíîì äîêàçàòåëüñòâå àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà. Îí ìîã îïèðàòüñÿ òîëüêî íà ñâîè íàó÷íûå çíàíèÿ, ñìåêàëêó è

óì. È âîò óæå áîëåå 100 ëåò íàó÷íûé ìèð ïðîäîëæàåò èçó÷àòü ìîäèôèêàöèè

ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà, èõ ñâîéñòâà, ïðåäñòàâëåíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòü,

íàõîäÿ âñå íîâûå è íîâûå ñâîéñòâà, è ïðèìåíÿÿ èõ íà ïðàêòèêå.
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