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Ââåäåíèå. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðè-

ìåíåíèå.Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ îòðàñëåé

ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðàêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Â

÷àñòíîñòè, î÷åíü âàæíû åãî ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè èçó÷åíèÿ è îáðàáîòêè ñèã-

íàëîâ. Îñíîâíûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðèìåíåííîå ê îáîáùåííûì ôóíêöèÿì.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ âî âñå áîëüøåé çíà÷èìîñòè ïðèìåíå-

íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â öèôðîâîé òåõíèêå,â ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è êâàä-

ðàòóðíûõ ôîðìóë.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè L1(Rn) è L2(Rn), n ≥
1, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è åãî îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâàõ Lp(Rn), p = 1, 2.

Ïîñëå ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê îáîáùåííûì ôóíê-

öèÿì è âûäåëèì åãî ñâîéñòâà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Èçó÷èì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâàõ L1(Rn) è L2(Rn), n ≥ 1 .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Rn. Ïðî-

ñòðàíñòâà Lp = Lp(Rn), 1 ≤ p <∞, - ïðîñòðàíñòâà âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

f , òàêèõ, ÷òî ||f ||p =

(∫
Rn

|f(y)|pdy
) 1

p

<∞.×èñëî ||f ||p íàçûâàåòñÿ Lp íîðìîé

f . Ïðîñòðàíñòâî L∞(Rn) ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åí-

íûõ ôóíêöèé íà Rn;

Äëÿ f ∈ L∞(Rn) îïðåäåëèì íîðìó ||f ||∞ êàê ñóùåñòâåííóþ âåðõíþþ

ãðàíü |f(y)| íà Rn, ò.å. ||f ||∞ = ess supy∈Rn|f(y)| . Îïðåäåëèì C0- ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè ñ

L∞-íîðìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f ∈ L1(Rn). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F [f ], îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

F [f ](y) =

∫
Rn

f(x)e−2πiy·xdx

äëÿ âñåõ y ∈ Rn.
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Òåîðåìà 1.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1)Îòîáðàæåíèå f → F åñòü îãðàíè÷åííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç

L1(Rn) â L∞(Rn), ïðè÷åì ||F ||∞ ≤ ||f ||1;
2) Åñëè f ∈ L1(Rn), òî F [f ](y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Îòìåòèì,÷òî ïðîñòðàíñòâî L1(Rn) íàäåëåíî íåêèì ¾óìíîæåíèåì¿, ïðå-

âðàùàþùèì ýòî ïðîñòðàíñòâî â áàíàõîâó àëãåáðó. Ýòî óìíîæåíèå íàçûâàåò-

ñÿ ñâåðòêîé.Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f è g ïðèíàäëåæàò

L1(Rn), òî èõ ñâåðòêà h = f ∗ g åñòü ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå

y ∈ Rn ðàâíî

h(y) =

∫
Rn

f(y − t)g(t)dt.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f(y − t)g(t) åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-

ìåííûõ y è t. Òîãäà èç òåîðåìû Ôóáèíè î ïåðåìåíå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâà-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî h ∈ L1(Rn) è ||h||1 ≤ ||f ||1||g||1. Äàëåå, ýòà îïåðàöèÿ êîì-

ìóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà. Ñâåðòêà h = f ∗ g îïðåäåëåíà òàêæå äëÿ âñåõ

f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞,è g ∈ L1(Rn). Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞,è g ∈ L1(Rn); òîãäà h = f ∗ g
îïðåäåëåíà è ïðèíàäëåæèò Lp(Rn), ïðè÷åì

||h||p ≤ ||f ||p||g||1

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî |h(y)| ≤
∫
Rn

|f(y−t)g(t)|dt, òàê ÷òî äîêàçûâàåìûé

ðåçóëüòàò åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî∫
Rn

|h(y)|pdy

 1
p

≤
∫
Rn

∫
Rn

|f(y − t)|pdy

 1
p

|g(t)|dt = ||f ||p||g||1.

�

Ñóùåñòâåííîé ÷åðòîé ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé åñòü (ïîòî÷å÷íîå) ïðîèçâåäåíèå

3



èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Òî÷íåå, èç îïðåäåëåíèé ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü f è g ïðèíàäëåæàò L1(Rn); òîãäà

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g]

Ìíîãèå äðóãèå âàæíûå îïåðàöèè àíàëèçà òàêæå èìåþò ïðîñòóþ ñâÿçü ñ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Íàïðèìåð, ïóñòü τh îáîçíà÷àåò ñäâèã íà âåêòîð h ∈
Rn (ò. å. τh åñòü îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ g(y) â ôóíêöèþ g(y − h));

òîãäà

F [τhf ](y) = e−2πih·yF [f ](y), (1.1)

F [e2πix·hf(x)](y) = (τhF [f ])(y) (1.2)

äëÿ âñåõ f ∈ L1(Rn).

Ïóñòü a > 0; îáîçíà÷èì ÷åðåç δa ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì a, ò. å.

îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ g(y) â ôóíêöèþ g(ay).

Äëÿ ëþáîé f ∈ L1(Rn) èìååì

anF [δaf ](y) = F [f ](a−1y).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü f ∈ L1(Rn) è ykf(y) ∈ L1(Rn) , ãäå yk åñòü k - ÿ êîîð-

äèíàòà y; òîãäà F äèôôåðåíöèðóåìà ïî yk è

∂F [f ](y)

∂yk
= F [−2πitkf(x)](y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h = (0, ..., hk, ..., 0) íåíóëåâîé âåêòîð, íà-

ïðàâëåííûé âäîëü k - é îñè êîîðäèíàò; òîãäà, â ñèëó ðàâåíñòâà (1.2) è òåî-

ðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè(åñëè ñõîäÿùàÿñÿ ïî÷òè âñþäó ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ

ñâåðõó èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ òîæå èíòåãðèðóåìû), èìååì
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F [f ](y + h)− F [f ](y)

hk
= F

[
e−2πix·h − 1

hk
f(x)

]
(y)→ F [−2πixkf(x)](y).

ïðè hk → 0.

�

Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn), ñòîèò îòìå-

òèòü, ÷òî èíòåãðàëà, îïðåäåëÿþùåãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé èç

L2(Rn), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò; òåì íå ìåíåå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìå-

åòñÿ åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå è îñîáåííî ýëåãàíòíàÿ òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèÿ f êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìà, òî F òàêæå áóäåò êâàäðàòè÷íî èí-

òåãðèðóåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò :

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü f ∈ L1 ∩ L2; òîãäà ||F ||2 = ||f ||2.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òîðåìû ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∫
Rn

|f(y + h)− f(y)|pdy)
1
p = ωp,f(h) = ω(h)

áóäåì íàçûâàòü äàííîå ðàâåíñòâî Lp-ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f . Îí

îãðàíè÷åí êàê ôóíêöèÿ h, ïîñêîëüêó ω(h) ≤ 2||f ||p. Áîëåå òîãî, ω(h) → 0

ïðè |h| → 0. Ýòî âåðíî, êîãäà f íåïðåðûâíà è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(y) = f(−y); òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 1.2,

h = f ∗g ∈ L1(Rn) è, â ñèëó òåîðåìû 1.3, F [h] = F [f ]F [g]. Íî F [g] = F [f ];

çíà÷èò,F [h] = |F [f ]|2.
Èçâåñòíî, ÷òî F [h] ∈ L1(Rn) è h(0) =

∫
Rn

F [h](y)dy( èç íåðàâåíñòâà Øâàð-

öà è èç òîãî,÷òî L2 ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω2(f, δ) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè δ → 0,

ñëåäóåò, ÷òî h ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà êàê ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé f è g èç

L2).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
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∫
Rn

|F [f ]|2dy =

∫
Rn

F [h](y)dy = h(0) =

∫
Rn

f(y)g(0− y)dy =

∫
Rn

f(y)f(y)dy =

∫
Rn

|f |2dy. (1.3)

�

Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü îãðàíè÷åííûé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå L1∩L2 ïðîñòðàí-

ñòâà L2(Rn). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðàñøè-

ðåíèå Φ ýòîãî îïåðàòîðà íà âñå ïðîñòðàíñòâî L2; Ìû áóäåì íàçûâàòü Φ ïðåîá-

ðàçîâàíèåì Ôóðüå íà L2; òàê æå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå F [f ] = Φf

äëÿ âñåõ f ∈ L2(Rn)

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè f ∈ L2(Rn) , òî ýòî îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå äàåò íàì F êàê L2 - ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F [hk]}, ãäå {hk}�
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç L1∩L2, ñõîäÿùàÿñÿ ê f ïî L2

-íîðìå. Óäîáíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk} òàê, ÷òîáû hk(x) ðàâíÿëàñü

f(x) ïðè |x| ≤ k è 0 ïðè |x| > k.

Òîãäà F åñòü L2 -ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {F [hk]}, îïðåäåëÿ-
åìûõ ðàâåíñòâàìè

F [hk] =

∫
|x|≤k

f(x)e−2πiy·xdx =

∫
Rn

hk(x)e−2πiy·xdx.

Ëèíåéíûé èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé L2(Rn) íà ñåáÿ, íà-

çûâàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì. Èç äàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò,

÷òî îïåðàòîð Φ èçîìåòðè÷åñêèé.Áîëåå òîãî, Φ îòîáðàæàåò L2(Rn) íà ñåáÿ:

Òåîðåìà 1.6. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü óíèòàðíûé îïåðàòîð íà L2(Rn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð Φ èçîìåòðè÷åñêèé, òî åãî îáëàñòü çíà-

÷åíèé åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(Rn). Åñëè áû ýòî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî íå ñîâïàäàëî ñ L2(Rn) , òî ìû ìîãëè áû íàéòè ôóíêöèþ g ∈ L2(Rn),

òàêóþ, ÷òî
∫
Rn

F [f ]gdy = 0 äëÿ âñåõ f ∈ L2(Rn) è ||g||2 6= 0. Ñëåäîâàòåëü-
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íî,
∫
Rn

fF [g]dx =
∫
Rn

F [f ]gdy = 0 äëÿ âñåõ f ∈ L2(Rn) . Íî îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî F [g](y) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Rn, â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì, ÷òî

||F [g]||2 = ||g||2 6= 0.

�

Òåîðåìà 1.6 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ îñíîâíîé òåîðåìû L2-òåîðèè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

Òåîðåìà 1.7. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Φ−1 ìîæíî ïîëó÷èòü,

ïîëàãàÿ (Φ−1F [g])(y) = (Φ (F [g]) (−y) äëÿ âñåõ g ∈ L2(Rn).

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèè ϕ(x), êîòîðûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ëþáîå êîëè÷åñòâî

ðàç, (ϕ ∈ C∞(−∞,∞), ) è ôèíèòíû, ò.å. ϕ(x) ≡ 0 âíå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà

[a, b], áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè (ïðîáíûìè). Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé K

íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îñ-

íîâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) 6= 0, íàçûâàåòñÿ åå íîñèòåëåì è îáîçíà÷àåòñÿ supp ϕ(x).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïðîñòðàíñòâîì áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ ïðè |x| → ∞ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ëþáîãî ïîðÿäêà áûñòðåå

ëþáîé ñòåïåíè 1
|x| , òî åñòü äëÿ ëþáîãî x âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|xkϕ(q)(x)| ≤ Ck, k, q = 0, 1, ... (1.4)

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî óáûâàþùèõ ôóíêöèé J (Rn).Î÷åâèäíî, ÷òî J ⊂ K

Îïðåäåëèì ñõîäèìîñòü â J (Rn).

Çàäàäèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìóþ â êàæäîé

îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷èñëî

(f, ϕ) =

∫
f(x)ϕ(x)dx (1.5)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå ñîâåðøàåòñÿ ïî íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, âíå êî-

òîðîé ôóíêöèÿ f(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îáîáùåííîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü êàæäûé ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,êîòîðûé îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ

ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöé K ′. Áóäåì íàçûâàòü

îáîáùåííûå ôóíêöèè, çàäàííûå ôîðìóëàìè âèäà (1.5), ðåãóëÿðíûìè, à âñå

îñòàëüíûå ôóíêöèè - ñèíãóëÿðíûìè .

Îïðåäåëèì ñâåðòêó äâóõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèè k(x) è l(x)

íà Rn ðàâåíñòâîì

h(x) = k(x) ∗ l(x) =

∫
Rn

l(t)k(x− t)dt (1.6)

Çäåñü x− t = y =⇒ t = x− y.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî J òàê æå íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Øâàðöà è

îáîçíà÷àþò S(R). Ââåä¼ì íà ïðîñòðàíñòâå S(R) ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ϕn}∞n=1 ⊂ S(R) ñõîäèòñÿ

ê ôóíêöèè ϕ ∈ S(R) â ïðîñòðàíñòâå S(R), åñëè äëÿ âñåõ m è k ∈ N ∪ 0

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R, xmϕ(k)
n (x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê xmϕ(k)(x).

Çàìåòèì, ÷òî J (R) ⊂ S(R) è èç ñõîäèìîñòè â J (R) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

â S(R). Òåì íå ìåíåå, ïðîñòðàíñòâà S(R) è J (R) íå ñîâïàäàþò, òàê êàê,

íàïðèìåð, ôóíêöèÿ e−x
2

ïðèíàäëåæèò S(R) è íå ïðèíàäëåæèò J .

Ðàííåå ìû îáîçíà÷àëè ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöé K ′. Â ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü

S ′(R).
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Îïðåäåëåíèå 1.5. (Îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà) Ïðèìåì

ïðîñòðàíñòâî S(R) çà ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà S(R). Ýòî ìíîæåñòâî áó-

äåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà è îáî-

çíà÷àòü S ′(R). (Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà F íà ïðîñòðàíñòâå S(R) îïðå-

äåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå K(R).)

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ôóíêöèîíàë f ∈ S ′(R) ÿâëÿåòñÿ (ñëàáûì) ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ {fn}∞n=1 ⊂ S ′(R), åñëè äëÿ ëþáîé ϕ èç S(R)

âûïîëíÿåòñÿ: (fn, ϕ)→ (f, ϕ) ïðè n→∞.

Îïðåäåëåíèå 1.7. (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé)

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè F èç S ′(R) íàçûâàåòñÿ îáîá-

ùåííàÿ ôóíêöèÿ Ψ ∈ S ′(R), äåéñòâóþùàÿ ïî ôîðìóëå:

(Ψ, ϕ) = (F, ψ), ∀ϕ ∈ S(R).

Òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ S(R) å¼ ïðåîáðàçîâàíèå ôóðüå ψ òîæå

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S(R),òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Äàäèì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííîé

ôóíêöèè.

Ïóñòü f(x) - àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è g(y) - åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå. Ò.ê. f(x) - àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ, òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî:

(f, ϕ) =

∞∫
−∞

f(x)ϕ(x)dx =
1

2π

∞∫
−∞

f(x)


∞∫

−∞

ψ(y)e−ixydy

 dx =

1

2π

∞∫
−∞

ψ(y)


∞∫

−∞

f(x)e−ixydx

 dy =
1

2π

∞∫
−∞

g(y)ψ(y)dy =
1

2π
(g, ψ) (1.7)

Âûðàæåíèå (1.7) íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.
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Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå â ýòîì ïóíêòå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ñïðàâåäëèâû òàê æå íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé .

Ñâîéñòâî 1. (Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå)

Èìåì:

DαF [f ] = F [(ix)αf ].

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ f = 1 ïîëó÷àåì

F [xα] = (−i)|α|DαF [1] = (2π)n(−i)|α|Dαδ(ξ).

Ñâîéñòâî 2.(Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

F [Dαf ] = (−iξ)αF [f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ f = δ ïîëó÷àåì

F [Dαδ] = (−iξ)αF [δ]

Ðàííåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî F [δ] = 1, ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì,÷òî

F [Dαδ] = (−iξ)α.

�

Ñâîéñòâî 3.(Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñäâèãà)

F [f(x− x0)] = eiξ·x0F [f ].
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Ñâîéñòâî 4.(Ñäâèã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.)

F [f ](ξ + ξ0) = F [eiξ·x0f ](ξ)

Ñâîéñòâî 5.(Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè àðãó-

ìåíòà.)

F [f(Ax)](ξ) =
1

|detA|
F [f ]((A−1)T ξ), detA 6= 0

çäåñü A→ AT îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû A.

Ñâîéñòâî 6.

Îáðàòíûé îïåðàòîð F−1îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå Z è ïåðåâîäèò ôóíê-

öèîíàë g â ôóíêöèîíàë f ïî ôîðìóëå (g, ψ) = 2π(f, ϕ).Òàêèì îáðàçîì, ïîëî-

æèâ,

F−1[F [f ]] = f, F [F−1[g]] = g

(F−1[g], ϕ) = 1
2π(g, F [ϕ])

}

Ñâîéñòâî 7.(Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè.)

Åñëè f(x) ∈ S ′ è g(x)− ôèíèòíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì, òî g ∈ S ′,òîãäà

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g]
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Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè èçó÷åíû ïðîñòðàíñòâà

îáîáùåííûõ ôóíêöèé è ïðèâåäåíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Áûë ïðîâåäåí îá-

çîð ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ L1(Rn)èL2(Rn),à òàê æå

ïðèâåäåíû åãî îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ.

Äàííàÿ òåìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé, òàê êàê òåîðèÿ îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàçðà-

áîòêå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ â ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè.
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