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Ââåäåíèå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ìåòîäà â çàäà÷àõ òåîðèè ôíóêöèé è åãî îïòèìèçàöèÿ. Â òåîðèè îäíî-

ëèñòíûõ ôóíêöèé çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòÿñ èññëåäîâàíèþ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëàññà S ãîëîìîðôíûõ, îäíîëèñòíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå

D = {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé f(z), f(0) = 0, f ′(0) = 1. Ìíîãèå âîïðî-

ñû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ëèáî â âèäå çàäà÷è èñëåäîâàíèÿ íà ýêñòðå-

ìóì íåêîòîðîãî âåùåòñâåííîãî ôóíêöèîíàëà, ëèáî â âèäå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäå-

ëåííîãî â ýòîì êëàññå. Êëàññ S íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, è äëÿ ðåøåíèÿ â

íåì ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷åñëåíèÿ

îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè, ïîýòîìó ìàòåìàòèêàì â òåîðèè îäíîëèñòíûõ

ôóíêöèé áûëè ïðåäëîæåíû äðóãèå ìåòîäû. Îäíè èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ

áûëè äàíû Ëåâíåðîì è Øèôôåðîì. Â 1923 ãîäó Ëåâíåð ïðåäñòàâèë ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ïîëó÷èâ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè î ñõîäèìî-

ñòè ñåìåéñòâà îáëàñòåé ê ÿäðó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñåìåéñòâà .

ôóíêöèé, ñõîäÿùåãîñÿ ê äàííîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè. Ñèñòåìàòè÷åñêè ðàç-

âèë ìåòîä Ëåâíåðà Ã.Ì.Ãîëóçèí, äîêàçàâ, â ÷àñòíîñòè, ñ åãî ïîìîùüþ òåîðåìó

âðàùåíèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä òî÷íûõ îöåíîê,

à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå Ëåâíåðà, íàéòè ýêñòðå-

ìàëüíûå ôóíêöèè. Â 1943 ãîäó Ï.Ï. Êóôàðåâ äàë îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ëåâ-

íåðà, íàçâàííîå óðàâíåíèåì Ëåâíåðà�Êóôàðåâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëè

ðåøåíû ìíîãèå òðóäíûå çàäà÷è òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè îáúåêòàìè âíèìàíèÿ â

ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíîé ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé êëàññ ñîñòîèò èç âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ è îäíîëèñòíûõ ôóíê-

öèé f â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1}, íîðìèðîâàííûõ â

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n. Êîìïëåêñíîçíà÷íûé ôóíêöèîíàë L(f) = f(z0) ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äâóõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ Re L(f) è

Im L(f).

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ â êëàññå S îòìå-

òèì ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ñîçäàííûé â îñíîâíîì Ëåâíåðîì è Êóôàðåâûì

. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïðåäñòàâèòü êîìïàêòíûé ïîäêëàññ S èíòå-
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ãðàëàìè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà. Ãóëëÿíñêèé

ïðèìåíèë ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáëàñòè çíà÷åíèé.

Òî åñòü êàæäîé ôóíêöèè f èç êîìïàêòíîãî ïîäêëàññà S ñîîòâåòñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u = u(t), 0 6 t <∞, òàêàÿ ÷òî f(z) = limt→∞ e
tw(z, t)

, ãäå w(z, t) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà

dw

dt
= −we

iu(t) + w

eiu(t) − w
, w(z, 0) = z, z ∈ D,

w(z, t) = e−t

(
z +

∞∑
n=2

an(t)z
n

)
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè w(D, t) = D\γ[0, t] ñ êðèâîé Æîðäàíà γ, òî ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíûé u, ïîðîæäàþùàÿ f . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ëîæíî. Ðàññìîòðèì

ðàñòóùèé ðàçðåç γ[0, t], 0 6 t 6 T , âäîëü èîðäàíñêîé êðèâîé. Ôóíêöèè îòîá-

ðàæåíèÿ f(z, t), ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íîðìàëèçàöèåé âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè

êàê

f(z, t) = z +
2t

z
+O

(
1

|z|2

)
, z →∞

êîòîðûå îòîáðàæàþò H\γ[0, t] íà H, ðåøàþò îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà

df(z, t)

dt
=

2

f(z, t)− λ(t)
, f(z, 0) = z.

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé λ(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì íåïðåðûâíûì

óïðàâëÿþùèì ýëåìåíòîì. ×èñëî t íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ïîëóïëîñêîñòè

γ[0, t]. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî γ[0, t] èñõîäèò èç íà÷àëà

êîîðäèíàò. Çàòåì f− è f+ îòîáðàæàþò ëåâóþ è ïðàâóþ ñòîðîíû γ[0, t] íà äâà

ñîñåäíèõ îòðåçêà [f−(0, t), λ(t)] è [λ(t), f+(0, t)] â R = ∂H, ñîîòâåòñòâåííî,

λ(0) = 0, f−(0, 0) = f+(0, 0) = 0.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü z0 ∈ H. Òîãäà

R(z0) = {z ∈ H : Im z > Im z0} ∪ {z0}.

Ðàñïðîñòðàíèì ýòè ðåçóëüòàòû íà ôóíêöèè ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì

T . Ïóñòü K ⊂ H îãðàíè÷åãî, à K çàìûêàíèå K. Ìíîæåñòâî ÿâëåòñÿ îáî-

ëî÷êîé, åñëè â K = H ∩K è H\K îäíîñâÿçíà. Îáîçíà÷èì H (T ) ìíîæåñòâî

êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé èç H\K(T ), èìåþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ íîðìè-

ðîâêó, ñ ïðîèçâîëüíûìè îáî÷êàìè K = K(T ) ïîëóïëîñêîñòè T , íà H. Çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé

{f(z0) : f ∈H (T ), z0 /∈ K(T )}, z0 ∈ H

Òåîðåìà 2. Îáëàñòü D(T ), 0 < T 6 1
4 , îãðàíè÷åíà äâóìÿ êðèâûìè l1 è

l2 ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè i è i
√

1− 4T . Êðèâàÿ l1 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

(u, v) ïàðàìåòðèçîâàíà óðàâíåíèÿìè

u(T ) =
C2

0(ϕ, T )(4T − 1) + (1− sinϕ)2

2C0(ϕ, T ) cosϕ
, v(T ) =

1− sinϕ

C0(ϕ, T )
,

−π
2
< ϕ <

π

2

Êðèâàÿ l2 ñèììåòðè÷íà l1 îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè. Êàæäàÿ òî÷êà

w = u+ iv ∈ ∂D(T )\{i} ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîé ôóíêöèè èç H (T ).

Òåîðåìà 3. Îáëàñòü D(T ), T > 1
4, îãðàíè÷åíà äâóìÿ êðèâûìè l1 = l11 ∪ l12

è l2 = l21 ∪ l22 èìåþò îáùóþ òî÷êó i ∈ l11 ∩ l21. Êðèâàÿ l11 â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè (u, v), äëÿ ϕ ∈ [ϕ0(T ), π2 ] ïàðàìåòðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè

u(T ) =
C2

0(ϕ, T )(4T − 1) + (1− sinϕ)2

2C0(ϕ, T ) cosϕ
, v(T ) =

1− sinϕ

C0(ϕ, T )
,

Êðèâàÿ l12, äëÿ ϕ ∈ [ϕ0(T ), π2 ] ïàðàìåòðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè

u(T ) =
C2

00(ϕ, T )(4T − 1) + (1− sinϕ)2

2C00(ϕ, T ) cosϕ
, v(T ) =

1− sinϕ

C00(ϕ, T )
,

Êðèâàÿ l2 ñèììåòðè÷íà l1 îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.
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Òåîðåìà 4. Îáëàñòü D∗(T ), T > 0, îãðàíè÷åíà äâóìÿ êðèâûìè L1 è L2

ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè i è i
√

1 + 4T . Êðèâàÿ L1 â êîìïëåêñíéî ïëîñêîñòè

(u, v) ïàðàìåòðèçóåòñÿ óðàâíåíèÿìè

u(T ) =
(C0(ϕ, T ))2(4T + 1)− (1 + sinϕ)2

2C0(ϕ, T ) cosϕ
, v(T ) =

1 + sinϕ

C0(ϕ, T )
,

−π
2
< ϕ <

π

2

Êðèâàÿ L2 ñèììåòðè÷íà L1 îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü z0 ∈ H. Åñëè Re z0 = 0, òî

VI (z0) = {z0 + it : t > 0}.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî Re z0 > 0 è îïðåäåëèì äâå êðèâûå C(z0) è D(z0)

ïî ôîðìóëå

C(z0) =

{√
z20 − 4t : t > 0

}
= {x+ iy ∈ H : xy = Re z0, Im z0, x ∈ (0,Re z0]},

D(z0) = {z0 + eiarg z0t : t > 0}.

Â òàêîì ñëó÷àå çàìûêàíèå VI (z0) ìíîæåñòâà VI (z0) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì ïîäìíîæåñòâîì H îãðàíè÷åííûì C(z0) è D(z0), à òàêæå

VI (z0) = {z0} ∪ VI (z0) \D(z0).

Ñëó÷àé Re z0 < 0 ñëåäóåò, èç ñëó÷àÿ Re z0 > 0 ïóòåì îòîáðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Íàáîð çíà÷åíèé {f−1(z0)} äëÿ îáðàòíûõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü z0 ∈ H. Îáîçíà÷èì

VI (z0) = {f−1(z0) : f ∈ I , z0 ∈ f(H)}.

Åñëè Re z0 = 0, òî
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V ∗I (z0) = {z0 − it, t ∈ [0, Im z0]}.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî Re z0 > 0 è îïðåäåëèì äâå êðèâûå C∗(z0) è

D∗(z0) ñëåäóþùèì îáðàçîì

C∗(z0) =

{√
z20 + 4t : t > 0

}
= {x+ iy ∈ H : xy = Re z0, Im z0, x > Re z0},

D∗(z0) = {z0 − eiarg z0t : t ∈ [0, |z0|]}.

Òîãäà çàìûêàíèå V ∗I (z0) ìíîæåñòâà V ∗I (z0) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîä-

ìíîæåñòâîì H, îãðàíè÷åííûì êðèâûìè C∗(z0), D
∗(z0) è ïîëîæèòåëüíîé

âåùåñòâåííîé ïîëóîñüþ. Ìíîæåñòâî V ∗I (z0) çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

V ∗I (z0) = {z0} ∪ V ∗I (z0) \ (D∗(z0) ∪ [0,∞)).

Ñëó÷àé Re z0 < 0 ñèììåòðè÷åí.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü z0 ∈ D\{0}. Òîãäà

∪T>0VT (z0)∪{0} = {z = |z|eiϕ ∈ D : dD(0, z)−dD(0, z0) 6 −|ϕ−arg z0|, ϕ ∈ R}.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü z0 ∈ (0, 1). Äëÿ x0 ∈ [−1, 1] è T > 0, ïóñòü r = r(T, x0)

áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(1 + x0)(1− z0)2 log(1− r) + (1− x0)(1 + z0)
2 log(1 + r)−

−(1− 2x0z0 + z20) log r = (1 + x0)(1− z0)2 log(1− z0)+

+(1− x− 0)(1 + z0)
2 log(1 + z0)− (1− 2x0z0 + z20) log e−Tz0

è ïóñòü

σ(T, x0) =
2(1− z0)2

√
1− x20

1− 2x0z0 + z20
(arctanhz0 − arctanhr(T, x0)).
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Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì T > 0 îïðåäåëèì äâå êðèâûå C+(z0) è

c−(z0) ñ ïîìîùüþ

C±(z0) = {w±(x0) := r(T, x0)e
±σ(T,x0) : x0 ∈ [−1, 1]}.

Òåîðåìà 9. Ìû èìååì

W (z0) = {reiσ : dD(0, r) > |σ|+ dD(0, z0), σ ∈ [−π, π]}.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì íàáîð çíà÷åíèé

WT (z0) = {f−1(z0) : f ∈ ST , ãäå z0 ∈ f(D)},

è WT (z0) - ýòî çàìûêàíèå WT (z0). Î÷åâèäíî, W (z0) = ∪T>0WT (z0).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü z0 ∈ (0, 1). Äëÿ x0 ∈ [−1, 1] è T > 0, ïóñòü r = r(T, x0)

- åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1− x0)(1− z0)2 log(1− r) + (1 + x0)(1 + z0)
2 log(1 + r)−

−(1 + 2x0z0 + z20) log r = (1− x0)(1− z0)2 log(1− z0)+

+(1 + x0)(1 + z0)
2 log(1 + z0)− (1 + 2x0z0 + z20) log eTz0

è ïóñòü

σ(T, x0) =
2(1− z0)2

√
1− x20

1 + 2x0z0 + z20
(arctanh r(t,X0)− arctanh z0).

Åñëè

T < T ∗ := log
(1 + z0)

2

4z0
,

òîãäà r(T, x0) ìîæíî íåïðåðûâíî óâåëè÷èâàòü äî x0 = 1,WT (z0) =

WT (z0) è WT (z0) - çàìêíóòàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äâóìÿ êðèâûìè

D±(z0) = {r(T, x0)e±iσ(T,x0) : x0 ∈ [−1, 1]}. Äëÿ T > T ∗ îïðåäåëèì äâå êðè-

âûå D̃±(z0) = {r(T, x0)e±iσ(T,x0) : x0 ∈ [−1, 1]}. Ó íàñ åñòü äâà ñëó÷àÿ: åñ-

ëè T äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû D̃±(z0) ïåðåñåêàëèñü òîëüêî ïðè x0 = −1,

òî WT (z0) ïåðåñåêàåò ∂D è îãðàíè÷åí äâóìÿ êðèâûìè D̃±(z0) è ÷àñòüþ ∂D
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ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâûìè, âêëþ÷àþùåé òî÷êó 1. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå äâå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ íà (−1, 1) â ïåðâûé ðàç äëÿ íåêîòîðîãî

x0 = χ ∈ (−1, 1) è WT (z0) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îáëàñòüþ, îãðàíè÷åííîé ∂D
è äâóìÿ êðèâûìè D̂±(z0) = {r(T, x0)e±iσ(T,x0) : x0 ∈ [−1, φ]}. Â äâóõ ïîñëåä-

íèõ ñëó÷àÿõ WT (z0) = WT (z0) ∩ D.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü z0 ∈ D\{0} è τ ∈ (0, 1]. Ìíîæåñòâî VS (τ)(z0) ýòî îáðàç

çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ äóãàìè îêðóæíîñòè{
1 +

4τz0
1− 2yz0 + z20

: y ∈ [2τ − 1, 1]

}
è {

(z0 + 1)2(1 + z0(−4 + 4τ − 2 + z0))

(z0 − 1)2(1− 2xz0 + z20)
: x ∈ [−1, 2τ − 1]

}
ïðè îòîáðàæåíèè w →

√
w−1√
w+1

.

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè çíà÷åíèé VS (τ)(z0) äëÿ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé è äëÿ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà

ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R> êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíöêèé, îòîáðà-

æàþùèõ â ñåáÿ f èç D, íîðìèðîâàííûõ êàê f(0) = 0, f ′(0) > 0 è èìåþ-

ùèõ òîëüêî âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïóñòü

VR>(z0) = {f(z0) : f ∈ R>}.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü z0 ∈ D\{0}. Òîãäà VR>(z0) - çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ îá-

ëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ êðèâûìè:

A =

{
z0(z0 − x)

z0x− 1
: x ∈ [0, 1]

}
, B =

{
z0(z0 + x)

z0x+ 1
: x ∈ [0, 1]

}
,

C =

{
z20(z0 + 2x− 1)

1 + 2xz0 − z0
: x ∈ [0, 1]

}
.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü f ∈ Hol(D,D)\{idD} è T > 0.
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(i)f îäíîëèñòíà â D;

(ii) òî÷êà Äåíæóà - Âîëüôà äëÿ f ðàâíà τ = 1;

(iii)σ = −1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé f è

f ′(−1) = eT .

Òîãäà

f(z0) ∈ V (z0, T ) := `−1(V (`(z0), T ))\{z0}äëÿ ëþáîéz0 ∈ D.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ò. å. äëÿ ëþáîãî w0 ∈ V (z0, T )

ñóùåñòâóåò f ∈ Hol(D,D)\{idD}, óäîâëåòâîðÿþùèé (i)˘(iii) è òàêîé, ÷òî

f(z0) = w0.

Òåîðåìà 14. Äëÿ ëþáîãî w0 ∈ ∂V (z0, T )\{z0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

f = fw0
óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (i) − (iii) â çàäà÷å îáëàñòè çíà÷åíèé äëÿ

îäíîëèñòíûõ ñàìîñîïðÿæåíèé f : D → D ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè íåïîäâèæ-

íûìè òî÷êàìè ±1 è òàêèìè, ÷òî fw0
(z0) = w0. Åñëè w0 = l−1(ζ0 + T ),

òî fw0
- ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì D, à èìåííî, fw0

= l−1(l(z) + T ). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå fw0
- ýòî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå D íà D áåç ðàçðåçà

âäîëü àíàëèòè÷åñêîé Æîðäàíîâîé äóãè γ, îðòîãîíàëüíîé ∂D ñ f ′w0
(1) = 1.

Êðîìå òîãî, fw0
= h1 ◦ pα ◦h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ Aut(D) è α(0, 1) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w0 = `−1
(
x01 +

T

2
+ i arcsin a±(T )

)
.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü B[q; a] îáîçíà÷èì êëàññ îäíîëèñòíûõ ãîëîìîðôíûõ ñîá-

ñòâåííîé êàðòû f : D → D ñ Äàíæóà � Âîëüôà òî÷êè Q è ãðàíèöû ðåãó-

ëÿðíûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè À è ïóñòü {f t}t>0 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé

ïîëóãðóïïîé ñ îäíèì ïàðàìåòðîì f → f t ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂f t(z)

∂t
= v(f t(z)), f t(z)|t=0 = z.

Òîãäà {f t(z)}t>0 ⊂ B[q; a], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v(z) = α(q − z)(1− qz)(1− az)h(az),
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ãäå α > 0 è

h(z) =

∫
∂D

1− æ

1− æz
dµ(æ)

ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ íà ∂D.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü Mn - îáëàñòü çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà äëÿ S̃ è ïóñòü

L1, ..., Ln - âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå

Lj = ∂j +

n−j∑
k=1

(k + 1)ak∂j+k, ∂j =
∂

∂aj
.

Òîãäà ñèñòåìà (L1, L2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ôîðìèðîâàíèÿ ñêîáîê, è

ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ D = span(L1, L2).

Êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàâ-

íà (n2 + 1)2 − 9
2 äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà n è ðàâíà (n2 + 1)2 − 2 äëÿ ÷åòíîãî n.

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûë ðàñììîòðåí ïàðàìåòðè-

÷åñêèé ìåòîä Ëåâíåðà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà

äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû îïòè-

ìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
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