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Ââåäåíèå. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ñëóæàò ïðîñòûì è óäîáíûì àïïàðàòîì äëÿ

âåñüìà øèðîêîãî êðóãà çàäà÷. ßçûê áèíàðíûõ îòíîøåíèé èñïîëüçóåòñÿ âî

ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ (äëÿ ìàòåìàòèêè) îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, òàêèõ êàê ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ëèíãâèñòèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

áàç äàííûõ. Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà áèíàðíûõ îòíîøåíèé ëåãêî îáú-

ÿñíÿåòñÿ � ãåîìåòðè÷åñêèé àñïåêò òåîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé åñòü ïîïðîñòó

òåîðèÿ ãðàôîâ.

Â îáûäåííîé ðå÷è ìû ÷àñòî ãîâîðèì îá îäèíàêîâîñòè (î ðàâåíñòâå) êàêèõ-

òî îáúåêòîâ (ïðåäìåòîâ, ìíîæåñòâ, àáñòðàêòíûõ êàòåãîðèé), íå çàáîòÿñü î

íàäëåæàùåì óòî÷íåíèè ñìûñëà, êîòîðûé ìû âêëàäûâàåì â ñëîâî "îäèíàêî-

âûé".

Íå ìåíåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íàì ïðèõîäèòñÿ óñòàíàâëèâàòü

ñõîäñòâî îáúåêòîâ. Åñëè îäèíàêîâîñòü îáúåêòîâ îçíà÷àåò èõ âçàèìîçàìåíè-

ìîñòü â íåêîòîðîé ñèòóàöèè, òî ñõîäñòâî � ýòî ÷àñòè÷íàÿ âçàèìîçàìåíèìîñòü,

ò.å. âîçìîæíîñòü âçàèìíîé çàìåíû ñ íåêîòîðûìè (äîïóñòèìûìè â äàííîé ñè-

òóàöèè) ïîòåðÿìè, ñ äîïóñòèìûì ðèñêîì.

Öåëüþ äàííûé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííûé äèïëîìíîé ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

øàãè.

1) Îïèñàòü, ÷òî òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå îïèðàöèè

íàä íèìè ñâîéñòâà è ñïîñîáû çàäàíèÿ, à èìåííî ìàòðèöà, ãðàô, ïåðå÷èñëå-

íèå...

2) Ðàññêàçàòü, ÷òî òàêîå êëàññû ýêâèâàëåíòñíîñòåé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññêàçûâàåñòÿ îá îòíîøåíèè êâàçèïîðÿäêà, òîëåðàíòíî-

ñòè, ýêâèâàëåíòñíîòè è ïîðÿäêà.

3) Ðàññêàçàòü ïðî ýêâèâàëåíòíûå çàìûêàíèÿ êîí÷íûõ áèíàðíûõ îòíîøå-

íèé.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññêàçûâàåòñÿ îá êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè, ôàêòîð-

ìíîæåñòâàõ è îá óñòîé÷èâîñòè ýêââèâàëåíîòñòè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ñîäåðæèò 5 ðàçäåëîâ

1. Ââåäåíèå
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2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ.

3. Êëàññèôèêàöèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

4. Ýêâèâàëåíòíûå çàìûêàíèÿ êîíå÷íûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

5. Çàêëþ÷åíèå.

Â ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü è çàäà÷è äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè.

Ïåðâàÿ ïîñâÿùåíà áèíàðíûì îòíîøåíèÿì. Â íåé äàíû îñíîâíûå îïðåäå-

ëåíèÿ, ñâîéñòâà áèíàðíûç îòíîøåíèé, ñïîñîáû çàäàíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé,

îïèðàöèè íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî áèíàðíûì îòíîøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Åñëè r � áèíàðíîå îòíîøå-

íèå è 〈x, y〉 ∈ r, òî ãîâîðÿò, ÷òî x è y ñâÿçàíû îòíîøåíèåì r, èëè ÷òî ýëåìåíò

x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè r ê , èëè ÷òî äëÿ x è âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå r.

Âìåñòî çàïèñè 〈x, y〉 ∈ r ÷àñòî èñïîëüçóþò áîëåå ïðîñòóþ xry, êîòîðàÿ

òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ýëåìåíòû x è y ñâÿçàíû îòíîøå-

íèåì r.

Ãðàôèê îòíîøåíèÿ èçîáðàæàåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: íà ãî-

ðèçîíòàëüíîé îñè îòìå÷àåòñÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à íà âåðòèêàëüíîé îá-

ëàñòü çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ. Ýëåìåíòó îòíîøåíèÿ (x, y) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà

ïëîñêîñòè ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè.

Ðèñóíîê 1.8. Ãðàôèê îòíîøåíèÿ.

Ñõåìà îòíîøåíèÿ èçîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ,

ëåâàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ, à ïðàâàÿ �
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ìíîæåñòâó çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ. Åñëè ýëåìåíò (x, y) ïðèíàäëåæèò îòíîøå-

íèþ r, òî ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè èç DomR è ImR ñîåäèíÿþòñÿ ïðÿìîé.

Ðèñóíîê 1.9. Ñõåìà îòíîøåíèÿ.

Ãðàô îòíîøåíèÿ r ⊂ X×X ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïëîñêîñòè â

ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå èçîáðàæàþòñÿ òî÷êè - ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X. Ïàðà

òî÷åê x è y ñîåäèíÿåòñÿ äóãîé (ëèíèåé ñî ñòðåëêîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïàðà (x, y) ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèþ r.

Ðèñóíîê 1.10. Ãðàô îòíîøåíèÿ.

Ìàòðèöà îòíîøåíèÿ r ⊂ X ×X � ýòî êâàäðàòíàÿ òàáëèöà, êàæäàÿ ñòðî-

êà è ñòîëáåö êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X. Íà

ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè x è ñòîëáöà y ñòàâèòñÿ 1, åñëè ïàðà (x, y) ∈ r; âñå îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè. Ýëåìåíòû ìàòðèöû íóìåðóþò-

ñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè, ïåðâûé ðàâåí íîìåðó ñòðîêè, âòîðîé � íîìåðó ñòîëáöà.
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Ðèñóíîê 1.12. Ìàòðèöà îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Îòíîøåíèå p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâ-

íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî xpx , òî åñòü êàæäûé ýëåìåíò

íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè p ê ñàìîìó ñåáå.

Ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ èìååò åäèíè÷íóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü.

Ðèñóíîê 1.13. Ìàòðèöà ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ

Ãðàô ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ èìååò ïåòëþ âîçëå êàæäîãî ñâîåãî ýëå-

ìåíòà.

Ðèñóíîê 1.14. Ãðàô ðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.16. Îòíîøåíèå p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ àíòèðåôëåê-

ñèâíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîãî, ÷òî èìååò ìåñòî xpx , òî åñòü íè

îäèí ýëåìåíò íå íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè p ê ñàìîìó ñåáå.

Ìàòðèöà àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ èìååò íóëåâóþ ãëàâíóþ äèàãî-

íàëü.

5



Ðèñóíîê 1.15. Ìàòðèöà àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ

Ãðàô àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ íå èìååò íè îäíîé ïåòëè.

Ðèñóíîê 1.16. Ãðàô àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.17. Îòíîøåíèå p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-

íûì, åñëè äëÿ âñåõ x è y èç , èç ïðèíàäëåæíîñòè (x, y) îòíîøåíèþ p ñëåäóåò,

÷òî è (y, x) ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèþ p.

Ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé

äèàãîíàëè.

Ðèñóíîê 1.17. Ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ

Ãðàô ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ ýòî êîãäà äëÿ êàæäîé äóãè (x, y) ñóùå-

ñòâóåò îáðàòíàÿ äóãà (y, x).

Ðèñóíîê 1.18. Ãðàô ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 1.18. Îòíîøåíèå p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ àíòèñèì-

ìåòðè÷íûì, åñëè äëÿ âñåõ x è y èç , èç ïðèíàäëåæíîñòè (x, y) è (y, x) îòíî-

øåíèþ p ñëåäóåò, ÷òî x = y .

Ìàòðèöà àíòèñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ íå èìååò íè îäíîé ñèììåòðè÷íîé

åäèíèöû îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ðèñóíîê 1.19. Ìàòðèöà àíòèñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ

Ãðàô àíòèñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ ýòî êîãäà äëÿ êàæäîé äóãè (x, y) íå

ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ äóãà (y, x) è íàîáîðîò.

Ðèñóíîê 1.20. Ãðàô àíòèñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñ-

êëþ÷àþùèìè, ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Îòíîøåíèå p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâ-

íûì, åñëè äëÿ âñåõ x,y,z èç ìíîæåñòâà X , èç ïðèíàäëåæíîñòè (x, y) è (y, z)

îòíîøåíèþ p ñëåäóåò, ÷òî (x, z) òàêæå ïðèíàäëåæèò p.
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Ðèñóíîê 1.21. Ìàòðèöà òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ

Ðèñóíîê 1.22. Ãðàô òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.20. Îáúåäèíåíèåì îòíîøåíèé p è τ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò p èëè τ , äðóãèìè ñëîâàìè p∪ τ =

{(a, b)|(a, b) ∈ p ∨ (a, b) ∈ τ}.
Îïðåäåëåíèå 1.21. Ïåðåñå÷åíèåì îòíîøåíèé p è τ íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò p è τ , äðóãèìè ñëîâàìè

p ∩ τ = {(a, b)|(a, b) ∈ p ∧ (a, b) ∈ τ}.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ïðè òàáëè÷íîé ôîðìå çàäàíèÿ îòíîøåíèÿ

p è τ íåîáõîäèìî ìàòðèöû ïîýëåìåíòíî óìíîæèòü. Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì

Ðèñóíîê 1.27. Òàáëè÷íàÿ ôîðìà îòíîøåíèÿ p ∪ τ

Îïðåäåëåíèå 1.22. Ðàçíîñòüþ îòíîøåíèé p è τ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò p, íî íå τ , äðóãèìè ñëîâàìè p \ τ =

{(a, b)|(a, b) ∈ p ∧ (a, b) /∈ τ}.
Îïðåäåëåíèå 1.23. Îòíîøåíèå p−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê p, åñëè p−1 =

{(b, a)|apb}.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ïðè òàáëè÷íîé ôîðìå çàäàíèÿ îòíîøåíèÿ

p−1 íåîáõîäèìî â ìàòðèöå aij ïîìåíÿòü ñòîëáöû ñî ñòðîêàìè

Ðèñóíîê 1.30. Òàáëè÷íàÿ ôîðìà îòíîøåíèÿ p \ τ
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Îïðåäåëåíèå 1.24. Êîìïîçèöèåé îòíîøåíèé p è τ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå p ◦ τ = {(a, c)|apb, bτc, a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}.
Óïðàæíåíèå 1.1. Äëÿ ëþáûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé p, q è r âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) (p−1)−1 = p

2) (p ◦ q)−1 = q−1 ◦ p−1

3) (p ◦ q) ◦ r = p ◦ (q ◦ r)
Óïðàæíåíèå 1.2. Äëÿ ìàòðè÷íîé ôîðìû çàäàíèÿ êîíå÷íûõ îòíîøåíèé âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ρ = σ ⇔M(ρ)=M(σ)

2) M(ρ ∪ σ) = M(ρ) +M(σ)

3) M(ρ ∩ σ) = M(ρ) ∧M(σ)

4) ρ = [M(ρ)]′

5) M(∅) = 0.

6) M(A× A) = 1.

7) M(∆A) = E.

8) M(ρ−1) = [M(ρ)]T .

9) M(p ◦ σ) = M(p) ·M(σ)

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì êâàçèïî-

ðÿäêà, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà (èëè

îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà), åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àí-

òèñèììåòðè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îòíîøåíèå r íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì

òîëåðàíòíîñòè èëè òîëåðàíòíîñòüþ, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìíîæåñòâî M ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì òîëåðàíò-

íîñòè τ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàí-

ñòâî òîëåðàíòíîñòè åñòü ïàðà (M, τ).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Áèíàðíîå îòíîøåíèå îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå íàçû-

âàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì ðå-

ôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.
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Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû îòíîøåíèé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè è ïîñòðîåíèþ ýêâèâàëåíòíîãî çàìûêàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ∼ è - ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà

íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ

îòíîñèòåëüíî ∼.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ïî îòíîøåíèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A/R âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî åãî

íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A âõîäèò â òî÷íîñòè

â îäèí ÷ëåí ñåìåéñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A åñòü ñåìåéñòâî åãî íåïóñòûõ

ïîäìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì A, à ïåðåñå÷åíèå

ëþáûõ äâóõ èç íèõ ïóñòî.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü r � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà (íåïóñòîì) ìíîæå-

ñòâå . Òîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâî A/r ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà .

Òåîðåìà 3.2. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå-

÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé èç ïðî-

èçâîëüíîé íåïóñòîé (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíîñòè åñòü ýêâèâàëåíò-

íîñòü.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû

ñìåæíûõ êëàññîâ ïî α è, ñîîòâåòñòâåííî, ïî β ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

¾ëèáî îäèí èç êëàññîâ ëåæèò â äðóãîì, ëèáî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ¿, òî α ∪ β
åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Åñëè α ∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî α ∪ β = αβ.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íàèìåíüøàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ε(ρ), ñîäåðæàùàÿ îòíîøå-

íèå ρ, íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì çàìûêàíèåì ρ.

Òåîðåìà 3.4.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ñïðàâåäëèâî ρt =

ρ

Ñëåäñòâèå 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ ñïðàâåäëèâî

ε(ρ) =
{
ρ ∪ ρ# ∪M

}t
.
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Ñëåäñòâèå 3.2 Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé

ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ýêâèâàëåíòíî-

ñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îáúåäèíèòü è çàïè-

ñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ ⊆ A×A îáîçíà÷èì ε(ρ) íàè-

ìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùåå äàííîå îò-

íîøåíèå ρ.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ε(ρ) ýòî òàêîå

îòíîøåíèå, ÷òî ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ, ñîäåðæàùåå îòíîøåíèå

ρ, áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå è ε(ρ).

ε(ρ) =
⋂
p⊆σ
{σ|σ ∈ E(A)} .

Òåîðåìà 3.5.(Î íàèìåíüøåì îòíîøåíèè ýêâèìâàëåíòíîñòè)

Íàèìåíüøèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèì çàäàííîå îòíî-

øåíèå ρ ⊆ A× A, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå:

ε(ρ) =
∞⋃
n=0

(ρ ∪ ρ−1)n

Ñëåäñâòâèå 3.3 Åñëè (p, σ ∈ E(A), òî

ε(ρ ∪ σ) =
∞⋃
n=1

(ρ ∪ σ)n

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîøåíèÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A, òî ôîðìóëà

âû÷èñëåíèÿ èç òåîðåìû (3.5) íå áóäåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå îáúåäèíåíèå,

ýòî îáúåäèíåíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ n íå áóäåò èç-

ìåíÿòüñÿ.

Êàæäîìó îòíîøåíèþ ρ ⊆ A×A íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A = a1, a2, . . . , an

ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íóþ áóëåâó ìàòðèöó
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M(ρ) ∈Mn×mB2 (íàä äâîè÷íîé áóëåâîé àëãåáðîé) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(M(ρ))ij :=

1, (ai, aj) ∈ ρ

0, (ai, aj) /∈ ρ

Òàêèì îáðàçîì, èíñòðóìåíò áóëåâîé àëãåáðû ïîçâîëÿåò ñâîäèòü äåéñòâèÿ

ñ îòíîøåíèÿìè ê äåéñòâèÿì íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè, à îïåðàöèè

íàä ìàòðèöàìè ëåãêî è ýôôåêòèâíî ìîæíî âûïîëíÿòü íà êîìïüþòåðå.

Â áóëåâûõ ìàòðèöàõ äëÿ êîíå÷íûõ îòíîøåíèé ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìóò

ñëåäóþùèé âèä.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Â áóëåâûõ ìàòðèöàõ äëÿ êîíå÷íîãî îòíîøåíèÿ ρ èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

M(ε(ρ)) =
n∑
i=0

(M(ρ) + [M(ρ)]T )i

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè ρ è σ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îòíîøåíèÿìè ýêâèâà-

ëåíòíîñòè, òî

M(ε(ρ ∪ σ)) =
n∑
i=1

(M(ρ) +M(σ))i

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ìû èçó÷èëè ñòðóêòóðû ýê-

âèâàëåíòíîñòåé. Òàê æå â ïåðâîé ãëàâå ìû èçó÷èëè áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, à

èìåííî áûëè äàíû îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà, äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, äåêðòî-

âîé ñòåïåíè, îïðåäåëåíèå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, áûëè ðàññìîòðåíû îïèðàöèè

áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ñâîéñòâà. Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè êàêèå áûâà-

þò êëàññèôèêàöèè îòíîøåíèé, à èìåííî: êâàçèïîðÿäîêà, ïîðÿäîêà, òîëåðàíò-

íîñòè è ýêèâèâàëåíòíîñòè. Â òðåòèåé ãëàâå ðàññêàçûâàåòñÿ î ýêâèâàëåíòíûõ

çàìûêàíèÿõ êîíå÷íûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Áûëî ðàññìîòðåíî, ÷òî òàêîå

êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ôàêòîðìíîæåñòâî, óñòîé÷èâîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, à

òàê æå ýêâèâàëåòíûå çàìûêàíèÿ, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü è ôîðìóëû äëÿ åå íàõîæäåíèÿ.

Ìîåé çàäà÷åé òàêæå áûëî íàïèñàíèå ïðîãðàììû, êîòîðàÿ áû ðåàëèçîâàëà

ýòè ôîðìóëû è âû÷èñëÿëà áû ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå. Íî ñ ýòîé çàäà÷åé

ÿ íå ñïðàâèëñÿ.
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