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Ââåäåíèå. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 2000 ëåò ñàìûìè ÷èòàåìûìè êíèãàìè íà

Çåìëå áåññïîðíî áûëè Áèáëèÿ è Íà÷àëà Åâêëèäà. Åâêëèä íå îñòàíàâëèâàë-

ñÿ ïîäðîáíî íà èñïîëüçóåìûõ èì ïåðâîíà÷àëüíûõ ïîíÿòèÿõ è îòíîøåíèÿõ,

äîâîëüñòâóÿñü òåì, ÷òî îïðåäåëèë èõ â òåðìèíàõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïî-

íÿòíûìè êàæäîìó. Åãî ïÿòü ïîñòóëàòîâ òàêîâû:

1. Èç âñÿêîé òî÷êè ê äðóãîé òî÷êå ìîæíî áûëî ïðîâåñòè ïðÿìóþ ëèíèþ.

2. Êîíå÷íóþ ïðÿìóþ ëèíèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü íåïðåðûâíî ïî ïðÿìîé

ëèíèè.

3. Èç âñÿêîãî öåíòðà è âñÿêèì ðàäèóñîì ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

4. Âñÿêèå ïðÿìûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

5. Åñëè ïðÿìàÿ ëèíèÿ âñòðå÷àåò äâå äðóãèå ïðÿìûå ëèíèè òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû îíè îáðàçóþò äâà âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ

óãëà, â ñóììå ìåíüøèõ äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ, òî ýòè ïðÿìûå ëèíèè, åñëè

ïðîäîëæèòü èõ íåîïðåäåëåííî, ïåðåñåêóòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé

îäíîñòîðîííèå óãëû ñîñòàâëÿþò ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ.

Ïÿòûé ïîñòóëàò ýêâèâàëåíòåí àêñèîìå ïàðàëëåëüíîñòè Åâêëèäà: ÷åðåç

òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé ëèíèè, ïðîõîäèò â òî÷íîñòè îäíà ïðÿ-

ìàÿ ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé. Åâêëèä ÷åðïàë ìàòåðèàë äëÿ ñâîèõ êíèã

èç ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ìû ìîæåì èçâëå÷ü èç åãî

¾Íà÷àë¿ äâå ñàìîñòîÿòåëüíûå ãåîìåòðèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ êàê ñâîåé ëîãè÷å-

ñêîé îñíîâîé, òàê è ñâîèìè ïåðâîíà÷àëüíûìè. Îíè èçâåñòíû êàê àáñîëþòíàÿ

è àôôèííàÿ ãåîìåòðèè.

Àáñîëþòíàÿ ãåîìåòðèÿ, êîòîðóþ âïåðâûå âûäåëèë Áîëüÿè (âåíã. Bolyai),�

ýòî ÷àñòü åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîñòóëàòà è

íå çàâèñèò îò ïÿòîãî. Àôèííàÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî ãåîìåòðèÿ, íå îïèðàþùà-

ÿñÿ íà åäèíñòâåííîñòü ïðÿìîé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé äàííîé ïðÿìîé ëèíèè

è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â àôôèííîé ãåîìåò-

ðèè, êîòîðóþ âûäåëèë Ýéëåð, ýòà åäèíñòâåííîñòü ïàðàëëåëüíîé èãðàåò âåäó-

ùóþ ðîëü. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïîñòóëàòû Åâêëèäà òåðÿþò â íåé ñìûñë, òàê

êàê îêðóæíîñòè â ýòîé ãåîìåòðèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, à óãëû íå èçìåðÿþò-

ñÿ. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

è öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.
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Àôôèííûå ïðåäëîæåíèÿ Åâêëèäà � ýòî òå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ñî-

õðàíÿþò ñèëó ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñ îäíîé ïëîñêîñòè íà äðó-

ãóþ.

Òàê êàê êàæäîå ïðåäëîæåíèå Åâêëèäà ïðèíàäëåæèò ëèáî àôôèííîé ãåî-

ìåòðèè, ëèáî àáñîëþòíîé, ëèáî íå ïðèíàäëåæèò íè òîé, íè äðóãîé, òî ñ ïåð-

âîãî âçãëÿäà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòè äâå ãåîìåòðèè íå èìåþò íè÷åãî îáùå-

ãî, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî è âòîðîãî ïîñòóëàòîâ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ãðóïïà

âåñüìà âàæíûõ ïðåäëîæåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ îáåèì ãåîìåòðèÿì.

Îñíîâíîé èäååé â ýòèõ ïðåäëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èäåÿ î ðàñïîëîæåíèè

¾ìåæäó¿ (èëè ¾ïðîìåæóòî÷íîñòè¿), êîòîðóþ Åâêëèä èñïîëüçîâàë â ñâîåì

çíàìåíèòîì îïðåäåëåíèè ¾êîíöû-ëèíèè-òî÷êè¿, ãäå ëèíèÿ, ïîä êîòîðîé èìå-

åòñÿ â âèäó ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî, ÷òî íàõîäèòñÿ ìåæ-

äó åå êîíöàìè. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î âîçìîæíîñòè ïðèíÿòü ïîíÿòèå ¾áûòü

ìåæäó¿ çà ïåðâîíà÷àëüíîå.

Äèïëîìíîé ðàáîòà - ýòî èçó÷åíèå èñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ãåî-

ìåòðèè ïîðÿäêà, íàõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè

ïîðÿäêà è èõ àíàëèç.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ ñîñòàâ-

ëÿåò îáùèé ôóíäàìåíò àôôèííîé è àáñîëþòíîé ãåîìåòðèé.

Çàäà÷è:

- Ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ãåîìåòðèè ïîðÿäêà

- Ðàññìîòðåòü àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä è òðåáîâàíèÿ ê ñèñòåìå àêñèîì

- Îïðåäåëèòü îñíîâíûå àêñèîìû äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ

ãåîìåòðèè ïîðÿäêà

- Âûâåñòè îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà, ïðÿìîé, ëó÷à, ïîëóïëîñêîñòè, ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ìíîæåñòâ

- Äîêàçàòü òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà

Àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, âî-

ïåðâûõ, ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì âèäîì èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíî-

ñòè è ñîñòàâëÿþùåé îáùå÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå àê-

ñèîìû è òåîðåìû ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç äðåâíåéøèõ ïàìÿòíèêîâ

êóëüòóðû. Îñíîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï äîêàçàòåëüíîñòè óòâåðæäå-

íèé.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âñÿêàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòðîèòñÿ

ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: îñíîâíûå îáúåêòû è îñíîâíûå îòíî-

øåíèÿ - îòïðàâíûå ïîíÿòèÿ, ïðèíèìàåìûå áåç îïðåäåëåíèÿ.

2. Çàòåì ïåðå÷èñëÿþòñÿ àêñèîìû - èñõîäíûå ïðåäëîæåíèÿ òåîðèè, ïðèíè-

ìàåìûå áåç äîêàçàòåëüñòâà, â êîòîðûõ âûðàæåíû íåêîòîðûå ïðîñòåé-

øèå ñâîéñòâà îñíîâíûõ ïîíÿòèé.

3. Âñå äðóãèå ïîíÿòèÿ òåîðèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå è ðàíåå ââå-

äåííûå ïîíÿòèÿ.

4. Âñå äðóãèå óòâåðæäåíèÿ òåîðèè äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ àêñèîì è ðà-

íåå äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî

ìû íàçîâåì òî÷êàìè, è íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà òî÷åê,

ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû íàçîâåì ïðÿìûìè.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àêñèîìû.

Àêñèîìà 2.1. Åñëè a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò îäíà è

òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ l(a, b) , îïðåäåëÿåìàÿ ýòèìè òî÷êàìè, òàêàÿ ÷òî {a, b} ⊂
l(a, b).

Àêñèîìà 2.2. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè. Åñëè

p òî÷êà è L ïðÿìàÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî p ëåæèò íà L , åñëè p ∈ L .

Òåîðåìà 2.1. Åñëè L èM äâå ïðÿìûå è L ïåðåñåêàåòM , òî ëèáî L = M,

ëèáî L
⋂

M ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè L è M äâå ïðÿìûå è L íå ïåðåñåêàåò M , òî L

è M íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî òî÷åê S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êîëëè-

íåàðíûõ òî÷åê, åñëè âñå åãî òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè S íå ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîæåñòâîì êîëëèíåàðíûõ òî÷åê, òîãäà áóäåì íàçûâàòü S ìíîæåñòâîì

íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê.

Àêñèîìà 2.3. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Êàêîâà áû íè áûëà ïðÿìàÿ L , ñóùåñòâóåò òî÷êà p , íå

ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé ïðÿìîé.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a è b ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî s(a, b) íàçûâàåìîå èíòåðâàëîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êó a ñ òî÷êîé b,

è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì (àêñèîìàì 3.1-3.3):

Àêñèîìà 3.1. Åñëè a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî

à) s(a, b) ⊂ l(a, b)

á) s(a, b) = s(b, a)

â) s(a, b) ∩ {a, b} = �
Àêñèîìà 3.2.

à) Åñëè a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî s(a, b) íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

á) Åñëè a, b è c òðè ðàçëè÷íûå íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè, òî âûïîëíÿåòñÿ

ðîâíî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

a ∈ s(a, c), b ∈ s(c, a), c ∈ s(a, b).

â) Åñëè a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c , îòëè÷íàÿ îò

òî÷åê a è b , òàêàÿ ÷òî b ∈ s(a, c).
Îïðåäåëåíèå 3.2. Åñëè L ïðÿìàÿ a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, íå ëåæàùèå

íà L , òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè a è b ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé L , åñëè

s(a, b) íå ïåðåñåêàåò L , è a è b ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò L â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Àêñèîìà 3.3. Ïóñòü L ïðÿìàÿ è a, b è c òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè, íå ëåæàùèå

íà L . Òîãäà

à) Åñëè a è b ëåæàò ïî îäíó ñòðîíó îò L è b è c ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò

L , òî a è c ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò L.

á) Åñëè a è b ëåæàò ïî îäíó ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò L è b è c ëåæàò ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò L , òî a è c ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò L .

Îïðåäåëåíèå 3.3. Åñëè S èíòåðâàë, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ êîíöåâîé

òî÷êîé èíòåðâàëà S , åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà b, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè a, òàêàÿ

÷òî S = s(a, b).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðÿìàÿ, L è o, a, b è c ðàçëè÷íûå òî÷êè, ëåæàùèå íà

L . Òîãäà

à) Åñëè o /∈ s(a, b) è o /∈ s(b, c),òî o /∈ s(a, c)
á) Åñëè o ∈ s(a, b) è o ∈ s(b, c),òî o ∈ s(a, c)
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Òåîðåìà 3.2. (Î ðàçáèåíèè) Ïóñòü a è c äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè è òî÷êà b

ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè a è c.Òîãäà b /∈ {a, c} è {s(a, b), {b} , s(b, c)}ðàçáèåíèå
s(a, c).

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü X íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ãðàíèöåé b(X)

ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê b /∈ X , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

òî÷êà a ∈ X è s(a, b) ⊂ X.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê a è b èç C èíòåðâàë s(a, b) ⊂ C.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü (Ci)i∈I íåïóñòîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Òî-

ãäà
⋂

i∈I Ci âûïóêëî.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü o è a äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ìíîæåñòâî

r(o, a) = {a}
⋃
{b ∈ l(o, a) t {a} : o /∈ s(a, b)} \ {o}

íàçûâàåòñÿ ëó÷îì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè o â ñòîðîíó òî÷êè a .

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü a è b äâå òî÷êè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäó-

þùåå ìíîæåñòâî

(a, b) = {{a}}
⋃
{{a, b}}

Ãîâîðÿò, ÷òî p óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè a, b , òàêèå ÷òî

p = (a, b) . Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êîîðäèíàòîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû p ,

òî÷êà b íàçûâàåòñÿ âòîðîé êîîðäèíàòîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû p .

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà o è R = {r(o, a) : o 6= a} -

ìíîæåñòâî âñåõ ëó÷åé ñ íà÷àëîì â òî÷êå o. Òîãäà R(o) ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè

îòëè÷íûìè îò o íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû.

Òåîðåìà 4.2. Åñëè o è a äâå òî÷êè è L ïðÿìàÿ, òî ëó÷ r(o, a) ⊂ L òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà L = l(o, a).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü o è a äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà ãðàíèöà ëó÷à

b(r(o, a)) = {o}.
Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü R ëó÷. Ñ ó÷åòîì äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì, ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü l(R) êàê ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ R , è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

o(R) êàê åäèíñòâåííûé ýëåìåíò â ãðàíèöå ëó÷à b(R). Íàçîâåì o(R) íà÷àëîì

ëó÷à R.
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Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü R ëó÷. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåå ìíî-

æåñòâî:

R0 = l(R) t (R
⋃
{o(R)}).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü R ëó÷. Òîãäà R0 ëó÷, o(R) = o(R0) è l(R) = l(R0).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü L ïðÿìàÿ,S ⊂ L , < è ≺ äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîðÿäêà

íà S , òîãäà < è ≺ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü L ïðÿìàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ïîðÿäîê

íà L .

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü L ïðÿìàÿ è < ãåîìåòðè÷åñêèé ïîðÿäîê íà L , o ∈ L,

R ⊂ L . Òîãäà R ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå o òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî

R = {x ∈ L : o < x}, ëèáî R = {x ∈ L : x < o}.
Îïðåäåëåíèå 4.11. Ïóñòü L ïðÿìàÿ, < ãåîìåòðè÷åñêèé ïîðÿäîê íà L,R

ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå o è R ⊂ L . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî < - ãåîìåòðè÷åñêèé

ïîðÿäîê íà ïðÿìîé L , èíäóöèðîâàííûé ëó÷îì R, åñëè R = {x ∈ L : o < x}.
Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü L ïðÿìàÿ, R ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå o ,R ⊂ L , < -

ãåîìåòðè÷åñêèé ïîðÿäîê íà L, èíäóöèðîâàííûé ëó÷îì R , p ∈ R . Òîãäà

{{x ∈ L : o < x < p} , {p} , {x ∈ L : p < x}}

ðàçáèåíèå R.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü L ïðÿìàÿ, R ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå o , R′ ëó÷ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå o′, R ⊂ L,R′ ⊂ L è R 6= R′ . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäèí

èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

à) R ⊂ R′

á) R′ ⊂ R

â) R
⋂
R′ = �

ã) R
⋂
R′ èíòåðâàë.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü L ïðÿìàÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè a , íå ïðè-

íàäëåæàùåé ïðÿìîé L , ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî h(L, a), ñîñòîÿ-

ùåå èç òàêèõ òî÷åê b , ÷òî èíòåðâàë s(a, b) íå ïåðåñåêàåò L. Òàêèì îáðàçîì,

h(L, a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê, ëåæàùèõ ïî

îäíó ñòîðîíó ñ òî÷êîé a îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L , âêëþ÷àÿ ñàìó òî÷êó a.
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Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü L ïðÿìàÿ. Òîãäà H(L) åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà L .

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü L ïðÿìàÿ è a è b äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ïðè÷åì a /∈ L

è s(a, b) íå ïåðåñåêàåò L . Òîãäà

s(a, b) ⊂ H(L, a).

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü H ïîëóïëîñêîñòü. Òîãäà ãðàíèöà b(H) ïðÿìàÿ è

H ∈ H(b(H)).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü H ïîëóïëîñêîñòü. Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùèå

óòâåðæäåíèÿ, îïðåäåëèì ïîëóïëîñêîñòü H0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî H(b(H)) ={
H,H0

}
. Ïîëóïëîñêîñòü H0 íàçûâàåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ, ïðîòèâîïîëîæíîé

ïîëóïëîñêîñòè H .

Î÷åâèäíî, ÷òî H00 = H.

Òåîðåìà 5.4. Åñëè L ïðÿìàÿ, H ∈ H(L) , o ∈ L è R ëó÷ ñ íà÷àëîì â o ,

òî ëèáî R ⊂ L , ëèáî R ⊂ H , ëèáî R ⊂ H0 .

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü L ïðÿìàÿ, o òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà L , R ëó÷

ñ âåðøèíîé â òî÷êå o è L
⋂

R = � . Òîãäà ìíîæåñòâî h(L,R), ãäå R ⊂ H ,

H ⊂ H(L), íàçûâàåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìîé ëó÷îì R .

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü H ïîëóïëîñêîñòü, C âûïóêëîå ìíîæåñòâî è

C
⋂
b(H) = �. Òîãäà ëèáî C ⊂ H , ëèáî C ⊂ H0

Òåîðåìà 5.6. Ïðÿìûå, èíòåðâàëû è ïîëóïëîñêîñòè âûïóêëû.

Òåîðåìà 5.7. Åñëè L ïðÿìàÿ è H ïîëóïëîñêîñòü, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðîâ-

íî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

à) L ⊂ H

á) L ⊂ H0

â) L = b(H)

ã) ñóùåñòâóåò òî÷êà o , òàêàÿ ÷òî L
⋂
b(H) = {o} è L

⋂
H ëó÷ ñ íà÷àëîì

â òî÷êå o .

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì, åñëè F

íå ïóñòî è F =
⋂
f̃ , ãäå f̃ åñëè íåïóñòîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé.
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Òåîðåìà 6.1. Åñëè F ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî, òî÷êà a ∈ b(F ) è

òî÷êà b ∈ F , òî èíòåðâàë s(a, b) ∈ F .

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé ε íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâ-

íûì, åñëè îíî íåïóñòîå è êîíå÷íîå,
⋂

ε 6= ∅ è
⋂

f̃ 6=
⋂

ε, åñëè f̃ íåïóñòîå

ñîáñòâåííîå ïîäñåìåéñòâî ε.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè f̃ íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé è
⋂

f̃ 6= ∅, òî
ñóùåñòâóåò åãî ýôôåêòèâíîå ïîäñåìåéñòâî ε, òàêîå ÷òî

⋂
f̃ =

⋂
ε.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü H è I äâå ðàçëè÷íûå ïîëóïëîñêîñòè, òîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ ðîâíî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

à) b(H) ïåðåñåêàåò b(I) â íåêîòîðîé òî÷êå è {H, I} ýôôåêòèâíî.
á) b(H) = b(I), I = H0, H

⋂
I = ∅ è {H, I} íå ýôôåêòèâíî.

â) b(I) ⊂ H, b(H) ⊂ I è {H, I} ýôôåêòèâíî.
ã) b(I) ⊂ H, b(H) ⊂ I0, H ⊂ I è {H, I} ýôôåêòèâíî.
ä) b(I) ⊂ H0, b(H) ⊂ I, I ⊂ H è {H, I} íå ýôôåêòèâíî.
å) b(I) ⊂ H0, b(H) ⊂ I0, H

⋂
I = ∅ è {H, I} íå ýôôåêòèâíî.

Òåîðåìà 6.4. (Î ïåðåñå÷åíèè ïîëóïëîñêîñòåé) Ïóñòü o òî÷êà è H è I

äâå ïîëóïëîñêîñòè, òàêèå ÷òî b(H)
⋂

b(I) = {o}. Ïóñòü a ∈ b(H)
⋂

I è

b ∈ b(I)
⋂
H. Òîãäà

H
⋂

I =
⋂
{r(o, e) : e ∈ s(a, b)}. (6.1)

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü H, I è J ðàçëè÷íûå ïîëóïëîñêîñòè, ãðàíèöû êîòî-

ðûõ b(H),b(I)è b(J) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå o. Òîãäà ìíîæåñòâî {H, I, J} íå
ýôôåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü f̃ íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî H ⊂ f̃ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî s(f̃ , H), óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) s(f̃ , H) = b(H), åñëè f̃ = {H}
á) s(f̃ , H) =

⋂{
b(H)

⋂
G : G ∈ f̃ \ {H}

}
, åñëè f̃ 6= {H} .

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü f̃ íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé, F íåïóñòîå

ìíîæåñòâî è F =
⋂
f̃ . Åñëè H ∈ f̃ è S = s(f̃ , H), òî S ëèáî ïóñòî, ëèáî

ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, ëó÷îì èëè ïðÿìîé. Åñëè S ïóñòî, òî F =
⋃
(f̃ \ {H}).
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå{
s(f̃ , H) : H ∈ f̃

}⋃{⋃{
b(s(f̃ , H)) : H ∈ ε

}}
ðàçáèåíèå b(

⋂
f̃), ãäå ε ýôôåêòèâíîå ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé äëÿ f̃ .

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü F ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî, ε ýôôåêòèâíîå

ñåìåéñòâî ïîëóïëîñêîñòåé, òàêîå ÷òî F =
⋂

ε. Òîãäà ýëåìåíòû ñåìåéñòâà ε íà-

çûâàþòñÿ îãðàíè÷èâàþùèìè ïîëóïëîñêîñòÿìè äëÿ F , à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

{s(ε,H) : H ∈ ε} íàçûâàþòñÿ ñòîðîíàìè ìíîæåñòâà F . Âåðøèíîé ìíîæåñòâà
F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ òî÷êà èíòåðâàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòîðîíîé ìíîæåñòâà

F , è íà÷àëî ëó÷à, òàêæå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòîðîíîé ìíîæåñòâà F . Çàìåòèì, ÷òî

{(S,H) : S ñòîðîíà ìíîæåñòâà F,H ∈ ε è S ⊂ b(H)}

ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî ñòîðîí íà ìíîæåñòâî îãðàíèâàþùèõ ïî-

ëóïëîñêîñòåé. Òîãäà î ñòîðîíå S ìîæíî ãîâîðèòü êàê î ñòîðîíå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé îãðàíè÷èâàþùåé ïîëóïëîñêîñòè H, à î ïîëóïëîñêîñòè H êàê îá

îãðàíè÷èâàþùåé ïîëóïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíå S.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü F ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî, o � âåðøèíà F è

H̃ = {H : H � îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîëóïëîñêîñòü F è o ∈ b(H).

Åñëè S ñòîðîíà F, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòó èç H̃ , òî ëèáî S èíòåðâàë

è o êîíå÷íàÿ òî÷êà S , ëèáî S ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå o.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïóñòü F ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî è o âåðøèíà F

. Ñòîðîíà S ìíîæåñòâà F íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ê âåðøèíå o , åñëè o ∈
b(S). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòîðîíà S íàçûâàåòñÿ íåïðèñîåäèíåííîé ê âåðøèíå

o. Âåðøèíà p ìíîæåñòâà F , îòëè÷íàÿ îò o, íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ê

âåðøèíå o, åñëè èíòåðâàë s(o, p) ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âåðøèíà p íàçûâàåòñÿ íåïðèñîåäèíííîé ê âåðøèíå o.

Òåîðåìà 6.8. Åñëè F ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî, òî÷êè a, b ∈ b(F )

è a 6= b , òî èíòåðâàë s(a, b) ⊂ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s(a, b) íå

ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé èç ñòîðîí F .

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà â äàííîé äèïëîìíîé ðà-

áîòå âûïîëíåíû âñå çàäà÷è:
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- Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ãåîìåòðèè ïîðÿäêà, èñòîðèÿ âîçíèê-

íîâåíèÿ, ðàçâèòèå ãåîìåòðèè ïîðÿäêà, äîïîëíåíèå ðàçíûìè ìàòåìàòè-

êàìè.

- Ðàññìîòðåíà ñõåìà àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè, ïðèâåäåíû òðåáîâàíèÿ ê ñèñòåìå àêñèîì.

- Îïðåäåëåíû îñíîâíûå àêñèîìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ ãåîìåòðèè ïî-

ðÿäêà, ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ðèñóíêè, îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû äëÿ

äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ è ðàññìîòðåíèÿ îáúåêòîâ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà.

- Äàíû îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà, ïðÿìîé, ëó÷à, ïîëóïëîñêîñòè, ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ìíîæåñòâ è íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì

ýòèõ îáúåêòîâ.

- Äîêàçàíû òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà
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