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Ââåäåíèå.P -àäè÷åñêèå ÷èñëà ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ê.Ãåíçåëÿ â íà÷àëå XX

âåêà è íàõîäèëè ïðèëîæåíèå â àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë. Â êîíöå XX âåêà íà-

÷àëà ðàçâèâàòüñÿ p-àäè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà- ðàçäåë ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë,

p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Îäíèì

èç îñíîâíûõ ìîòèâîâ äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïîñëóæèëà ãèïîòåçà î

íåàðõèìåäîâîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà ïëàíêîâñêèõ ìàñøòàáàõ.

Äðóãèì ñóùåñòâåííûì ñòèìóëèðóþùèì ôàêòîðîì ÿâèëîñü èñïîëüçîâàíèå p-

àäè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëè p-àäè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ åñòü åñòå-

ñòâåííûé íåïðåðûâíûé àíàëîã èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-

êè. Òàêîãî ðîäà ìîäåëè íàøëè ïðèìåíåíèå ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ñëîæíûõ

áåëêîâûõ ìîëåêóë, ïîðîäèâ öåëîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ïî ïðèìåíåíèþ

ìåòîäîâ p-àäè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â áèîëîãèè è òåîðèè ñëîæíûõ

ñèñòåì.

Â ìîåé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå îïèñàí íîâûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ p-

àäè÷åñêèõ ôóíêöèé, à èìåííî, òàê íàçûâàåìîå ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ

ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f çàäàíû â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

ïðåäñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà. Ïðè ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ f -îïðåäåëÿåòñÿ

íàáîðîì p-çíà÷íûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî {0, 1, ..., p− 1} â ñå-
áÿ, è ïîðÿäêîì èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè f . Òàêæå â ðàáîòå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåéòè

îò ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1-ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ê åå ïðåäñòàâ-

ëåíèþ ðÿäîì âàí äåð Ïóòà. Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîäêîîðäèíàòíîé

ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà çàäà÷å

èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé îáîáùåíèÿ ëåììû Ãåíçåëÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç òàêèõ ðàçäåëîâ êàê:

- Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîíÿòèå ïî-

ïîëíåíèÿ, ïîëå ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, ëåììà Ãåíçåëÿ è ñðàâíåíèÿ, à

òàêæå ïðèâåäåíû àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
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- Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Qp â ñðàâíåíèè ñ òîïîëîãèåé R. Â ðàçäåëå ïðè-

âåäåíû îñíîâíûå òîïëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà è ðàññìîòðåíî êàíòîðîâî ìíî-

æåñòâî.

- Ð-àäè÷åñêèå ÷èñëà. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ïîäêîîðäèíàòíîå

ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå è ðÿäû âàí

äåð Ïóòà, îáîáùåíèå ëåììû Ãåíçåëÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîëó÷àþòñÿ èç ðà-

öèîíàëüíûõ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì. Ýòó

ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþáîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, ò.å ïðî-

ñòðàíñòâó M ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ d.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn} òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíòñâàM íàçûâàåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî åñëè n,m > N, d(rn, rm) < ε. Åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Êîøè èç M èìååò ïðåäåë â M , òî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ìåòðè-

÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè ïðîñòðàíñòâîM íå ïîëíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , ÷òî

1. M ïîëíîå;

2. M ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî M 0, èçîìåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâó M ;

3. M 0 âñþäó ïëîòíî â M ;

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ïîïîëíåíèÿ M.

Åãî ýëåìåíòû - ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè èç

M .

ÄëÿM = Q èìååì îáû÷íîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàöèîíàëüíûìè

÷èñëàìè :

d(r1, r2) = |r1 − r2| .

Çàìåòèì , ÷òî ðàññòîÿíèå ¾ïîëó÷àåòñÿ¿ èç åâêëèäîâîé íîðìû íà Q, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó è ÿâëÿåòñÿ îáû÷íÿì ðàññòîÿ-

íèåì íà ¾÷èñëîâîé îñè¿.

Òåîðåìà 1.3.(ëåììà Ãåíçåëÿ). Ïóñòü Fx = c0+c1x+ ...+cnx
n− ìíîãî÷ëåí

ñ öåëûìè ð-àäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü

F ′(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + ...+ ncnx

n−1
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- ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà F (x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ð-àäè÷åñêîå ÷èñëî ā0

óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ F (ā0) ≡ 0(mod p), ïðè÷åì F ′(ā0) 6≡ 0(mod p).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå öåëîå ð-àäè÷åñêîå ÷èñëî à, òàêîå ÷òî

F (a0) = 0 è a ≡ ā0(mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà à ñîñòîèò â ïî-

ñòðîåíèè êàíîíè÷åñêîãî ð-àäè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ a = b0+b1p+b2p
2+... ïî èí-

äóêöèè. Íà k-ì øàãå èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ð-àäè÷åñêóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà

Íüþòîíà, ïîëó÷èì k-å ïðèáëèæåíèå ÷èñëà à, èìåþùåå âèä ak = b0+ ...+bkp
k.

Êàæäîå ak áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà F (x) òîëüêî ¾ ïî ìîäóëþ pk+1¿.Â ïðå-

äåëå ïðè k → ∞ ïîëó÷èì ÷èñëî à, êîòîðîå áóäåò ¾íàñòîÿùèì¿ êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà F .

Áîëåå òî÷íî, äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

S(k) : ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå p−àäè÷åñêîå ÷èñëî âèäà

ak = b0 + b1p+ ...+ bkp
k

(öèôðû bi ëåæàò â ìíîæåñòâå {0, 1..., p− 1} äëÿ âñåõ i), ÷òî

F (ak) ≡ 0 (mod pk+1) è ak ≡ ā0(mod p).

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: âîçüìåì b0 ðàâíûì ïåðâîé ð-àäè÷åñêîé öèôðå ÷èñëà

ā0, òîãäà ïîëó÷èì a0 ≡ ā0 è F (a0) ≡ 0 (mod p).

Òåïåðü âûïîëíèì øàã èíäóêöèè, ò.å. äîêàæåì, ÷òî èç S(k − 1) ñëåäóåò

S(k). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì ak = ak−1 + bkp
k, ãäå öèôðà bk (ïîêà íåèçâåñòíàÿ)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 bk < p. Ðàñïèøåì F (ak), èãíîðèðóÿ ñëàãàå-

ìûå, êðàòíûå pk+1:

F (ak) = F (ak−1 + bkp
k) =

n∑
i=0

ci(ak−1 + bkp
k)i =

n∑
i=0

ci(a
i
k−1 + iai−1k−1bkp

k+

ñëàãàåìûå, êðàòíûå pk+1) ≡ F (ak−1) + bkp
kF ′(ak−1) (mod pk+1).

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè F (ak−1) ≡ 0 (mod p), âûðàæåíèå

äëÿ F (ak) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F (ak) ≡ αkp
k + bkp

kF ′(ak−1) (mod pk+1)

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî αk ∈ {0, 1, ..., p− 1}. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé öèôðû bk:
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αk + bkF
′(ak−1 ≡ 0 (mod p),

êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ ïðè óñëîâèè F ′(ak−1) 6≡ 0 (mod p). Íî ýòî óñëîâèå

êîíå÷íî æå, âûïîëíåíî, òàê êàê ak−1 ≡ ā0 (mod p), è ïîýòîìó

F ′(ak−1) ≡ F ′(ā0) 6≡ (mod p).

Ðàçäåëèâ íà F ′(ak−1), íàõîäèì òðåáóåìóþ öèôðó bk:

−αk
F ′(ak−1) (mod p),

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñðàâíåíèå F (ak) ≡ 0 (mod pk+1). Òåì ñàìûì, øàã

èíäóêöèè çàâåðøåí.

Òåïåðü ïîëîæèì

a = b0 + b1p+ b2p
2 + ...

Çàìåòèì, ÷òî F (a) = 0, òàê êàê äëÿ âñåõ k èìååì

F (a) ≡ F (ak) ≡ 0 (mod pk+1).

Åäèíñòâåííîñòü ÷èñëà a âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ak}.
Îïðåäåëåíèå 3.1. p-àäè÷åñêèå ÷èñëà. p-àäè÷åñêàÿ íîðìà |·|p äëÿ ëþ-

áîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ

÷èñåë n ïóñòü ordp(n) îáîçíà÷àåò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ÷èñëà p, êîòîðàÿ äåëèò

n, ò.å.

n ≡ 0(mod pordp(n)), n 6≡ 0(mod pordp(n)+1).

Òîãäà çàäàäèì

|n|p = p−ordp(n), |0|p = 0.

Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë n/m ∈ Q çàäàäèì∣∣m
n

∣∣
p

= p−ordp(n)+ordp(m).
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Ïîïîëíåíèå Q ïî p-àäè÷åñêîé ìåòðèêå ρp(x, y) = |x− y|p íàçûâàåòñÿ ïî-

ëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp. Ìåòðèêà ρp óäîâëåòâîðÿåò òàê íàçûâàåìîìó ñèëü-

íîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà |x± y|p 6 max(|x|p ; |y|p), äëÿ êîòîðîãî ðà-

âåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè |x|p 6= |y|p.
Ìíîæåñòâî

{
x ∈ Qp : |x|p 6 1

}
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì p- àäè÷åñêèõ ÷è-

ñåë Zp.
Êàæäîå ÷èñëî x ∈ Zp ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êàêîíè÷åñêîì âèäå, à èìåí-

íî, â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ïî p-àäè÷åñêîé íîðìå ðÿäà :

x = x0 + px1 + ...+ pkxk + ..., xk ∈ {0, 1, ..., p− 1} , k > 0.

×àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x]k, ò.å.

[x]k = x0 + px1 + ...+ pk−1xk−1, k > 1.

Åñëè âû÷åòû êîëüöà Z/pkZ çàäàòü ìèíèìàëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè öå-

ëûìè ÷èñëàìè, òî äëÿ x ∈ Zp ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèå x(mod pk)

â òîì ñìûñëå, ÷òî

x (mod pk) = [x]k èëèx ≡ [x]k (mod pk) (3.1)

Ïóñòü a ∈ Zp è r ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ìíîæåñòâî

Bp−r(a) =
{
x ∈ Zp : |x− a|p 6 p−r

}
= a+ prZp

ÿâëÿåòñÿ øàðîì ðàäèóñà p−r ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 3.2.p-àäè÷åñêèå ôóíêöèè.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíê-

öèè f : Zp → Zp, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé

pα, α > 0 (ò.å. f : Zp → Zp). f : Zp → Zp ÿâëÿåòñÿ pα-ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé,

åñëè

|f(x)− f(y)|p 6 pα |x− y|p ∀x, y ∈ Zp.

Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî èç x ≡ y (mod pk) ñëåäó-

åò, ÷òî f(x) ≡ f(y) (mod pk−α) äëÿ ëþáûõ k > 1 + α.
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Êëàññ 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé (ò.å. ïðè α = 0) çàíèìàåò ñïåöèàëüíîå ìå-

ñòî. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùåé ïðè÷èíîé. Ëþáàÿ pα-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ f

ïðåäñòàâèìà ÷åðåç pα ïîäõîäÿùèõ 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, à èìåííî,

f(a+ pαx) =

pα−1∑
i=0

Ii(a) · fi(x), a ∈ {0, ..., pα − 1} (3.2)(2)

ãäå fi(x) : Zp → Zp, i ∈ {0, ..., pα − 1} , ÿâëÿþòñÿ 1-ëèïøèöåâûìè ôóíêöè-
ÿìè, Ii(a) = 1 êàê òîëüêî a = i, èíà÷å Ii(a) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðÿäû âàí äåð Ïóòà. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì p- àäè÷åñêèõ ôóíêöèé â âèäå ðÿäà âàí äåð Ïóòà, êîòîðûé îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f : Zp → Zp- íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p- àäè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

B0, B1, B2, ... òàêèõ, ÷òî

f(x) =
∞∑
m=0

Bmχ(m,x) (3.3)(3)

äëÿ âñåõ x ∈ Zp. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ(m,x) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

χ(m,x) =

1, åñëè |x−m|p 6 p−n,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå n = 0 ïðè m = 0, è n îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ÷åðåõ íåðà-

âåíñòâî pn−1 6 m 6 pn − 1 ïðè m 6= 0. ×èñëî n èç îïðåäåëåíèÿ φ(m,x)

îáëàäàåò åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé. Ýòî âñåãî ëèøü ÷èñëî ðàçðÿäîâ â êà-

íîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà m ∈ N0 ïî îñíîâàíèþ p. Òàêèì îáðàçîì,

blogpmc =(÷èñëî ðàçðÿäîâ â ðàçëîæåíèè ïî îñíîâàíèþ p ÷èñëà m)-1,

ñëåäîâàòåëüíî, n = leftblogpm + 1 äëÿ âñåõ m ∈ N0 è leftblogp0 = 0; íàïîì-

íèì, ÷òî bαc îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü îò α.

Êîýôôèöèåíòû Bm ñîîòíîñÿòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü m = m0 + ... + mn−2p
n−2 + mn−1p

n−1,mj ∈ {0, ..., p− 1} , j =
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0, 1, ..., n− 1, è mn−1 6= 0, òîãäà

Bm =

f(m)− f(m−mn−1p
n−1), åñëèm > p,

f(m) â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå.
(3.4)(4)

Ïðåäñòàâèì âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîäêîîðäèíàò-

íîé ôîðìå. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f çàäàíû â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè p-àäè÷åñêîãî ÷èñ-

ëà. Ïðè ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì p-çíà÷íûõ ôóíêöèé,

îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî {0, 1, ..., p− 1} â ñåáÿ, è ïîðÿäêîì èñïîëüçîâàíèÿ

ýòèõ ôóíêöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ f . Â ïðåäëîæåíèè 3.1 íàõîäèì ñâÿçü

ìåæäó ïîäêîîðäèíàòíîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé è åå

ðÿäîì âàí äåð Ïóòà.

Â òåîðåìå 3.1 ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ p-

àäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : Zp → Zp, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ñ êîíñòàíòîé 1. Îäíàêî ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíî è äëÿ pα-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé (α > 1). Ýòà âîçìîæíîñòü ñëåäóåò èç

òåîðåìû 3.1. Â ýòîé òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî pα-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ çà-

äàåòñÿ íàáîðîì èç pα 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.2).

Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ pα-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé â ïîäêîîðäèíàòíîé ôîðìå

äîñòàòî÷íî çàäàòü âñå 1-ëèïøèöåâû ôóíêöèè fi, 0 6 iα − 1, â ïîäêîîðäèíàò-

íîé ôîðìå. Ïîäêîîðäèíàòíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

îïðåäåëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Zp → Zp ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé. Òîãäà
ñóùåñòâóþò p-çíà÷íûå ôóíêöèè

ϕ0 : {0, 1, ..., p− 1} → {0, 1, ..., p− 1} , ϕk,a : {0, 1, ..., p− 1} →
{0, 1, ..., p− 1} , a ∈

{
0, 1, ..., pk − 1

}
, k > 1,

òàêèå ÷òî

f(x)=f(x0 + p · x1 + ...+ pk · xk + ...) = ϕ0(x0) +
∞∑
k=1

pk
pk−1∑
a=0

Ia([x]k)ϕk,a(xk)(3.5)

ãäå
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Ia([x]k) =

1, åñëè [x]k = a,

0 èíà÷å,

Çàìå÷àíèå 3.1. Ìåæäó ïðåäñòàâëåíèåì â ôîðìå (3.5) è êîîðäèíàòíûì

ïðåäñòàâëåíèåì p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååòñÿ ïðîñòàÿ ñâÿçü. Ëþáîå îòîáðà-

æåíèå f : Zp → Zp ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

f(x) = δ0(f(x)) + pδ1(f(x)) + ...+ pkδk(f(x)) + ... (3.8)(5)

ãäå ôóíêöèè δk : Zp → {0, 1, ..., p− 1} îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ïðåäñòàâëåíî â êàíîíè÷åñêîì âèäå

x = x0 + px1 + ...+ pkxk + ..., xk ∈ {0, 1, ..., p− 1} ;

òîãäà δk(x) = xk, k > 0. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî k > 1 k-ÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ δk(f(x)) íå çà-

âèñèò îò δk+s(x) äëÿ âñåõ s > 1, ò.å. δk(f(x + pk+1Zp)) = δk(f(x)) äëÿ âñåõ

x ∈
{

0, 1, ..., pk+1 − 1
}
èëè

δk(f(x)) = δk(f(x0 + px1 + ...+ pkxk + ...)) = ∆f,k(x0, x1, ..., xk).

Òîãäà

f(x) = f(x0 + px1 + ...+ pkxk + ...) =
∞∑
k=0

pk∆f,k(x0, x1, ..., xk),

ãäå ∆f,k ÿâëÿåòñÿ p-çíà÷íîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå k + 1 ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà {0, 1, ..., p− 1} â ñåáÿ è k > 0.

ôóíêöèè ∆f,k ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ñâîèõ ïîäôóíêöèé, ïîëó÷åí-

íûõ ôèêñàöèåé ïåðåìåííûõ x0, x1, ..., xk−1. Ýòè ïîäôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ϕ0

è ϕk,a(x), a ∈
{

0, 1, ..., pk − 1
}
, èç (2.1), ò.å.

∆f,0 = ϕ0, ∆f,k =
pk−1∑
a=0

Ia([x]k)ϕk,a, k > 1,

ãäå
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Ia([x]k) =

1, ãäå [x]k = a,

0 èíà÷å,

Â ýòîì ïóíêòå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå p-

àäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : Zp → Zp äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î âîçìîæåîñòè îáîá-

ùåíèÿ ëåììû Ãåíçåëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ f(x) = M,M ∈ Zp, ãäå f 1-ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî, ÷òî ñóùåñòâóþò àëüòåðíàòèâû.

Åñëè ÷èñëî íåáèåêòèâíûõ ôóíêöèé ϕk,m,m ∈
{

0, 1, ..., pk − 1
}
, k > 1, èç

ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò R ∈ N
òàêîå, ÷òî ïðîâåðêà íàëè÷èÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(x) = M,M ∈ Zp, ñâîäèòñÿ ê
ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ f(x) ≡M(modpR). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå

ëåììà Ãåíçåëÿ èìååò îáîáùåíèå ( â òåðìèíàõ ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ýòî îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíî â òåîðåìå 3.2).

Åñëè ÷èñëî íåáèåêòèâíûõ ôóíêöèé ϕk,m,m ∈
{

0, 1, ..., pk − 1
}
, k > 1, èç

ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f áåñêîíå÷íî, òî ïîñòðîèòü îáîá-

ùåíèå ëåììû Ãåíçåëÿ íå óäàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N íàé-

äåòñÿ C ∈ Zp òàêîå, ÷òî f(x) ≡ C (mod pk), íî f(x) 6= C.

Òàê æå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà âñå ôóíêöèè ϕ0 è ϕk,m,m ∈{
0, 1, ..., pk − 1

}
, k > 1, èç ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1-ëèïøèöåâûõ

ôóíêöèé áèåêòèâíû. Ýòîò ñëó÷àé èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ òåîðèåé p-àäè÷åñêèõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, âñå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó

óñëîâèþ, ñîõðàíÿþò ìåðó.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f : Zp → Zp 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ
ðÿäîì âàí äåð Ïóòà, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà R ñóùåñòâóþò ā ∈
{

0, 1, ..., pR − 1
}

òàêîå, ÷òî f(ā) ≡ 0 (mod pR);

2) äëÿ ëþáîãî k >, k ≡ ā(mod pR), ïðèâåäåííûå ïî ìîäóëþ p êîýôôè-

öèåíòû ðÿäà âàí äåð Ïóòà

b
m+i·p1+blogpmc (mod p), i = 1, 2, ..., p− 1,

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè íåíóëåâûìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî p-àäè÷åñêîå ÷èñëî r ∈ Zp
òàêîå, ÷òî f(r) = 0 è r ≡ ā(mod pR).
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Â òåðìèíàõ ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáîáùåíèå ëåììû Ãåíçåëÿ

ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþçåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü f : Zp → Zp ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé,

çàäàííîé â ïîäêîîðäèíàòíîé ôîðìå (3.5). Åñëè ñïðàâåäëèâî, ÷òî:

1) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà R ñóùåñòâóåò ā ∈
{

0, 1, ..., pR − 1
}

òàêîå, ÷òî f(ā) ≡ 0 (mod pR);

2) äëÿ ëþáûõ k > R è a > pR, ãäå a ≡ ā (mod pR), ôóíêöèÿ ϕk,a

áèåêòèâíû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî r ∈ Zp òàêîå, ÷òî
f(r) = 0 è r ≡ ā (mod pR).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü f : Zp → Zp ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé,

çàäàííîé â ïîäêîîðäèíàòíîé ôîðìå (3.5). Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè f ∈ B, òî ñóùåñòâóåò R ∈ N òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå f(x) ≡
C (mod pR);

2) åñëè f /∈ B (ò.å. â (2.1) ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåáèåêòèâíûõ

ôóíêöèé ϕk,a), òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò C ∈ Zp òàêîå, ÷òî f(x) ≡
C (mod pk), íî f(x) 6= C;

3) ôóíêöèÿ f áèåêòèâíà íà Zp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ
ϕ0, ϕk,a, a ∈

{
0, 1, ..., pk − 1

}
, k > 1, èç (3.5) áèåêòèâíà.

Çàìå÷àíèå 3.3. Òåîðåìà 3.3 ïîçâîëÿåò êîñâåííûì îáðàçîì îõàðàêòåðè-

çîâàòü ãðàíèöû âîçìîæíîãî îáîáùåíèÿ ëåììû ãåíçåëÿ â ÷àñòè çàäà÷è ïî-

èñêà êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = M,M ∈ Zp, äëÿ 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

f : Zp → Zp . Ëåììó Ãåíçåëÿ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèìè îáñòîÿ-

òåëüñòâàìè:

1) ëåììà Ãåíçåëÿ- ýòî êðèòåðèé, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò íàëè÷èå êîðíÿ ó

p-àäè÷åñêîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ñ ïîìîùüþ

ýòîãî êðèòåðèÿ ìîæåì îïðåäåëèòü, åñòü ëè ó ôóíêöèè f êîðåíü â Zp ïóòåì
ðåøåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé;

2)â êîíñòðóêòèâíîì äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Ãåíçåëÿ ïðèâîäèòñÿ èòåðàòèâ-

íàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ (â p-àäè÷åñêîé ìåòðèêå) êîð-

íÿ ôóíêöèè f ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ; ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ p-

àäè÷åñêèì àíàëîãîì ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ

êîðíÿ öåëîçíà÷íîé ôóíêöèè;
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3) ëåììà Ãåíçåëÿ ïðèìåíèìà äëÿ p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ òîëüêî

ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè p-àäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáîáùåííàÿ ôîðìà ëåììû Ãåíçåëÿ äàåò îïèñàíèå 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

f : Zp → Zp, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ ôóíêöèè f ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ ïî mod pR äëÿ íåêîòîðîãî ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ R ∈
N. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü íàëè÷èå êîðíÿ ôóíêöèè f ,

ïîòðåáóåòñÿ ðåøèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñðàâíåíèé ïî mod pk, k ∈ N.
Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, â òåîðåìå 3.3 ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìî-

æåì îáîáùèòü ëåììó Ãåíçåëÿ â êëàññå 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, à èìåííî:

1) åñëè â ïîäêîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè f ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî

íåáèåêòèâíûõ ôóíêöèé ϕk,a, òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ðåøåíèÿ êîíå÷íîãî

÷èñëà ñðàâíåíèé) ìîæåì ïðîâåðèòü ôàêò íàëè÷èÿ (èëè îòñóòñòâèÿ) êîðíÿ

óðàâíåíèÿ f(x) = M,M ∈ Zp.
2)åñëè â ïîäêîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè f ÷èñëî íåáèåêòèâíûõ ôóíê-

öèé ϕk,a áåñêîíå÷íî (àëüòåðíàòèâíûé ñëó÷àé), òî íàéäåòñÿ M ∈ Zp òàêîå,
÷òî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé íå ñìîæåì ïðîâåðèòü

ôàêòíàëè÷èÿ (èëè îòñóòñòâèÿ) êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(x) = M . Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî íå ìîæåì îáîáùèòü ëåììó Ãåíçåëÿ âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà M ∈ Zp.
Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü M ∈ Zp òàêèå, ÷òî ìîæåì
ïðîâåðèòü ôàêò íàëè÷èÿ êîðíÿ f(x) = M ïóòåì ðåøåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

ñðàâíåíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Â ìîåé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå áûë îïèñàí íîâûé ñïîñîá ïðåä-

ñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêæå â ðàáîòå áûëè ïðèâåäåíû ñîîòíî-

øåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò ïîäêîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1-

ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ê åå ïðåäñòàâëåíèþ ðÿäîì âàí äåð Ïóòà. Ýôôåêòèâ-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîäêîîðäèíàòíîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ

ôóíêöèé ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé îáîáùå-

íèÿ ëåììû Ãåíçåëÿ.

Â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ïîëå ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, ëåììà Ãåíçåëÿ è

ñðàâíåíèÿ, ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, ïîäêîîðäèíàòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå è ðÿäû âàí äåð Ïóòà, îáîáùåíèå ëåììû Ãåíçåëÿ, à òàêæå ïðèâåäå-

íû àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë è îñíîâíûå òîïëîãè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà.
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