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Ââåäåíèå. Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñèììåòðè÷íîé ïðî-

áëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷åé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, èíòåðåñ ê êîòîðîé íå óãàñàåò óæå ìíîãî

äåñÿòèëåòèé. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíè-

êàþò â ðàçíîîáðàçíûõ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ, ïðèâîäÿ ê ìàòðèöàì áîëüøèõ

ðàçìåðíîñòåé; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþò êóáè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îáúåìà âû-

÷èñëåíèé îò ðàçìåðà çàäà÷è, ÷òî òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî âðåìåíè ñ÷åòà äàæå

íà ñîâðåìåííûõ áûñòðîäåéñòâóþùèõ ÝÂÌ. Óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà, êî-

òîðûé îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ëþáîé åå ïîñòàíîâêå, íå

ñóùåñòâóåò. Ìíîãèå èç àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ñåé÷àñ, ïðîõîäèëè

äëèòåëüíûé ïóòü îò èõ ïåðâîíà÷àëüíîãî äî ñîâðåìåííîãî âèäà, âîçíèêøåãî

áëàãîäàðÿ ìíîãîêðàòíûì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿì è òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíè-

ÿì.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè àëãîðèòìà ñ äîñòàòî÷íî

âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, ñïîñîáíîãî óñòîé÷èâî ðåøàòü ïðîáëåìó íà-

õîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû.

Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Íàçâàíèå ïåðâîãî ðàçäå-

ëà: ïðåäâàðèòåëüíûå îñíîâíûå ñâåäåíèÿ. Îíà â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò èç òðåõ

ïîäðàçäåëîâ, à èìåííî: îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðàõ, ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ è êàíîíè÷åñêèå ôîðìû. Âòîðîé

ðàçäåë íàçûâàåòñÿ: òåîðèÿ âîçìóùåíèé. È òðåòèé ðàçäåë íîñèò íàçâàíèå: àë-

ãîðèòìû äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äàííûé ðàç-

äåë ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëîâ: ñòåïåííîé ìåòîä, îáðàòíàÿ èòåðàöèÿ,

îðòîãîíàëüíàÿ èòåðàöèÿ, QR-èòåðàöèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå è k[λ] � êîëüöî

ìíîãî÷ëåíîâ îò íåèçâåñòíîãî λ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.λ � ìàòðèöåé (ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé) íàä ïîëåì k

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû êîëüöà k[λ], òî

åñòü ìíîãî÷ëåíû îò λ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ êâàäðàòíîé ñêà-

ëÿðíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ λ � ìàòðèöà âèäà λI − A, òî åñòü
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λI − A =


λ− α11 −α12 · · · −α1n

−α21 λ− α22 · · · −α2n

· · · · · · · · · · · ·
−αn1 −αn2 · · · λ− αnn

 .

Îïðåäåëåíèå 1.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ñêàëÿðíîé

ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ïîðîæäåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàò-

ðèöåé äëÿ ìàòðèöû A.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

p(λ) = det(λI − A). Êîðíè óðàâíåíèÿ p(λ) = 0 íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè ýòîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè (÷èñëàìè) ìàòðèöû

A íàçûâàþòñÿ âñå n êîðíåé åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ëåæàùèå,

âîîáùå ãîâîðÿ, â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè îñíîâíîãî ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöû, ñîïðÿæåí-

íî òðàíñïîíèðîâàííîé äëÿ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A∗ = AT , ãäå AT

îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, à A çàìåíó ìàòðèöû A êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííû-

ìè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Äåéñòâèòåëüíàÿ (êîìïëåêñíàÿ) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé), åñëè îíà âçàèìíîîáðàòíà ñî ñâîåé

ñîïðÿæåííî òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A∗, òî åñòü A−1 = A∗.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Íåíóëåâîé âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ, ÷òî

Ax = λx, íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Íåíóëåâîé âåêòîð y, òàêîé, ÷òî y∗A = λy∗, íàçûâàåòñÿ

ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàëÿð λ áûë ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàò-

ðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λ áûë õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì

ìàòðèöû A, ëåæàùèì â îñíîâíîì ïîëå.

Â ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèö.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, ïðè÷åì m ≥ n. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî A èìååò ïîëíûé ñòîëáöåâîé ðàíã. Òîãäà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåí-

íû m × n-ìàòðèöà Q ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè (ò. å. QTQ = In) è
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âåðõíåòðåóãîëüíàÿ n× n-ìàòðèöà R ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè rii, òàêèå, ÷òî A = QR.

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ îðòîãîíàëüíûõ

ìàòðèö, íàçûâàåìûõ îòðàæåíèÿìè Õàóñõîëäåðà.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïðåîáðàçîâàíèåì Õàóñõîëäåðà (îòðàæåíèåì) íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöà âèäà P = I − 2uuT , ãäå ||u||2 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî P = P T . Äåéñòâèòåëüíî, P T = (I−2uuT ) = IT−2(uT )TuT =

I − 2uuT = P . Ðàññìîòðèì PP T = (I − 2uuT )(I − 2uuT ) = I − 2uuT − 2uuT +

4uuTuuT = I. Çíà÷èò P � ñèììåòðè÷íà è îðòîãîíàëüíà. Îíà íàçûâàåòñÿ

îòðàæåíèåì, ïîòîìó ÷òî âåêòîð Px ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì âåêòîðà x îòíîñè-

òåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê u.

Ïóñòü äàí âåêòîð x. Òîãäà ëåãêî íàéòè îòðàæåíèå P = I2uuT , àííóëèðó-

þùåå â âåêòîðå x âñå êîìïîíåíòû, êðîìå ïåðâîé: Px = [c, 0, ..., 0]T = c ·e1. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååì Px = x−2u(uTx) = c ·e1, ïîýòîìó
u = 1

2(uTx)(x− ce1), ò. å. u åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ x è e1. Òàê êàê
||x||2 = ||Px||2 = |c|, òî u äîëæåí áûòü ïàðàëëåëåí âåêòîðó ũ = x ± ||x||2e1,
îòêóäà u = ũ/||ũ||2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå çíàêà ïîëó÷èòñÿ âåêòîð u, óäîâëåòâîðÿ-

þùèé ñîîòíîøåíèþ Px = e1, åñëè ũ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì çàïèñàòü

ũ = x+sgn(x1)e1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò âçàèìíîãî ñîêðàùåíèÿ ïðè

âû÷èñëåíèè ïåðâîé êîìïîíåíòû â ũ.

Îáùèé âèä àëãîðèòìà QR-ðàçëîæåíèÿ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè îò-

ðàæåíèé.

Àëãîðèòì 1.1. QR-ðàçëîæåíèå ïîñðåäñòâîì îòðàæåíèé:

for i = 1 to min m− 1, n)

ui =Hous(A(i : m, i))

P
′

i = I − 2uiu
T
i

A(i : m, i : n) = P
′

iA(i : m, i : n)

end for

Äàëåå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ìàòðèö; êîòîðûå

èñïîëüçóþòñÿ ïðè îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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Òåîðåìà 1.3. Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðè-

öà S, òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà S−1AS = J èìååò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó Æîð-

äàíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî J ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ò.å.

J = diag(Jn1(λ1), Jn2(λ2), ..., Jnk(λk)), ïðè÷åì

Jni(λi) =


λi 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λi


ni×ni

.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ, ìàòðèöà J îïðåäåëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Áóäåì îáîçíà÷àòü Jm(λ) � æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ

àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè m.

Æîðäàíîâà ôîðìà äàåò íàì ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíè-

ÿõ, ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ è èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèöû. Îäíà-

êî ðåàëüíîå âû÷èñëåíèå æîðäàíîâîé ôîðìû çàòðóäíåíî ïî äâóì ïðè÷èíàì:

Ïåðâàÿ ïðè÷èíà: æîðäàíîâà ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

îò A, ïîýòîìó îøèáêè îêðóãëåíèé ìîãóò ñîâåðøåííî èçìåíèòü åå.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü ìàòðèöà óæå èìååò æîðäàíîâó ôîðìó

Jn(0) =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0

 .

Âçÿâ ïðîèçâîëüíî ìàëîå ε, äîáàâèì ÷èñëî i · ε ê ýëåìåíòó (i, i) äëÿ

i = 1, ..., n. Òîãäà ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñòàíóò m ðàçëè÷íûõ ÷èñåë i · ε,
ïîýòîìó æîðäàíîâà ôîðìà èçìåíèòñÿ îò Jn(0) ê diag(ε, 2ε, ..., nε).

Âòîðàÿ ïðè÷èíà: â îáùåì ñëó÷àå, æîðäàíîâà ôîðìà íå ìîæåò áûòü âû-

÷èñëåíà óñòîé÷èâî. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ âû÷èñëåííûõ S è J ìû íå ìîæåì ãà-

ðàíòèðîâàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ìàëîé ìàòðèöå δA èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S−1(A+ δA)S = J .
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Ïðèìåð 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî S−1AS = J âûïîëíåíî òî÷íî

è ìàòðèöà S îáóñëîâëåíà î÷åíü ïëîõî (ò.å. ÷èñëî æ(S) = ||S||·||S−1|| î÷åíü âå-
ëèêî). Ïóñòü íàì î÷åíü ïîâåçëî è ìàòðèöó S óäàëîñü âû÷èñëèòü òî÷íî, a J �

ëèøü ñ î÷åíü ìàëîé îøèáêîé δJ , òàê ÷òî ||δJ || = O(ε)||A||. Íàñêîëüêî âåëè-
êà ìîæåò áûòü îáðàòíàÿ îøèáêà? Äðóãèìè ñëîâàìè, íàñêîëüêî âåëèêà ìîæåò

áûòü ìàòðèöà δA, òàêàÿ, ÷òî S−1(A+δA)S = J+δJ? Èìååì δA = SδJS−1, ïî-

ýòîìó ìîæíî ëèøü ñêàçàòü, ÷òî ||δA|| ≤ ||S|| · ||δJ || · ||S−1|| = O(ε)æ(S)||A||.
Èòàê, ||δA|| ìîæåò áûòü ìíîãî áîëüøå, ÷åì ε||A||, ÷òî èñêëþ÷àåò ñâîéñòâî

îáðàòíîé óñòîé÷èâîñòè.

Âìåñòî òîãî ÷òîáû ðàáîòàòü ñ ñîîòíîøåíèåì S−1AS = J , ãäå S ìîæåò

áûòü êàê óãîäíî ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâî-

ñòè áóäåì áðàòü S èç ìíîæåñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ïðè òàêîì îãðàíè-

÷åíèè ïîëó÷èì äðóãóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó.

Òåîðåìà 1.4. (êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Øóðà). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû

A íàéäóòñÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Q è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà T , òàêèå, ÷òî

Q∗AQ = T . Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ìàòðèöû T .

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìà Øóðà íå åäèíñòâåííà, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà äèàãîíàëè ìàòðèöû T â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ââîäèò êîìïëåêñíûå ÷èñëà äàæå òîãäà, êîãäà ìàò-

ðèöà A âåùåñòâåííà. Îäíàêî äëÿ âåùåñòâåííîé A ïðåäïî÷èòàåì êàíîíè÷å-

ñêóþ ôîðìó, êîòîðàÿ ñàìà âåùåñòâåííà.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ðàáîòû ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè

âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöû. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ îøèáîê, êîòîðûå ïðèñóùè

ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è è ñïîñîáàì åå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, à x è

y � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûé è ëåâûé ñîáñòâåííûå âåêòîðû, íîðìèðîâàííûå

òàê, ÷òî ||x||2 = ||y||2 = 1. Ïóñòü λ + δλ � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû A+ δA. Òîãäà

δλ =
y∗δAx

y∗x
+O(||δA||2).
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Òåîðåìà 2.1 ïîëåçíà ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ||δA||, ïîëó÷èì òåîðåìó,

âåðíóþ äëÿ âîçìóùåíèé ||δA|| ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 2.2.(Ãåðøãîðèíà) Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ n êðóãîâ

|λ− bii| ≤
∑
j 6=i

|bij|(i = 1, ..., n).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðîñòûå. Îáî-

çíà÷èì èõ ÷åðåç λi, è ïóñòü xi è yi � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûå è ëåâûå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû, íîðìèðîâàííûå òàê, ÷òî ||xi||2 = ||yi||2 = 1. Òîãäà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A + δA íàõîäÿòñÿ â êðóãàõ Bi ñ öåíòðàìè λi è

ðàäèóñàìè n ||δA||2|y∗i xi|
.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü λ � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Ïóñòü

x è y � ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ïðàâûé è ëå-

âûé, à c = 1/|y∗x| åñòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè λ. Òîãäà íàéäåòñÿ âîçìóùåíèå
δA òàêîå, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A+ δA,

ïðè÷åì

||δA||2
||A||2

≤ 1√
c2 − 1

.

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè c >> 1, ò. å. ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïëîõî îáóñëîâ-

ëåíî, òî ýòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ðàññòîÿíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê 1/
√
c2 − 1 ≈ 1/c,

ò. å. êàê âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ÷èñëó îáóñëîâëåííîñòè.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ λi è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ïðàâûå è ëåâûå) xi è yi;

ïîñëåäíèå íîðìèðîâàíû òàê, ÷òî ||xi||2 = ||yi||2 = 1. Ïóñòü ìàòðèöà S òàêîâà,

÷òî S−1AS = Λ = diag(λ1, ..., λn). Òîãäà ||S||2 · ||S−1||2 ≥maxi1/|y∗ixi|. Åñëè
ïîëîæèòü S = [x1, ..., xn], òî ||S||2 · ||S−1||2 ≤ n·maxi1/|y∗ixi| ò.å. ÷èñëî îáó-

ñëîâëåííîñòè òàêîé ìàòðèöû S íå áîëåå ÷åì â n ðàç ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíîå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè êàêîå-ëèáî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò

áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû S äîëæ-

íî áûòü ïðèìåðíî ñòîëü æå áîëüøèì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
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ïðè âû÷èñëåíèè (õóæå âñåãî îáóñëîâëåííîãî) ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ïðè-

âåäåíèè ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîäåðæèò àëãîðèòìû äëÿ íåñèììåòðè÷íîé

ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Àëãîðèòì 3.1. Ñòåïåííîé ìåòîä: äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà x0 âûïîëíÿòü

èòåðàöèè

i = 0

repeat

yi+1 = Axi

xi+1 = yi+1/||yi+1||2 (ïðèáëèæåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð)

λ̃i+1 = xTi+1Axi+1 (ïðèáëèæåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå)

i = i+ 1

ïîêà ìåòîä íå ñîéäåòñÿ

Ïðåäïîëîæåíèå ξ1 6= 0 ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ïðè

ñëó÷àéíîì âûáîðå x0. Îñíîâíûìè íåäîñòàòêàìè ñëåäóåò ñ÷èòàòü: ñõîäèìîñòü

òîëüêî ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì è ñîîòâåòñòâóþùå-

ìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó; çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ýòîé ñõîäèìîñòè îò âåëè÷èíû

|λ2/λ1|, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü áëèçêà ê 1, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé î÷åíü ìåäëåííóþ
ñõîäèìîñòü. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè äëÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöûA ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, òî èìååòñÿ ïàðà

ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è λ2 ñ òàêèì ìîäóëåì:

|λ1| = |λ2|. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç íå ðàáîòàåò âîâñå. Â ïðå-

äåëüíîé ñèòóàöèè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò

îäèí è òîò æå ìîäóëü 1.

Ïðèìåíèì ñòåïåííîé ìåòîä íå ê A, à ê ìàòðèöå (A − σI)−1, ãäå ÷èñëî

σ íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì. Ýòî ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü íå ê λ1, à ê

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, áëèæàéøåìó ê σ. Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé

èòåðàöèåé, èëè îáðàùåííûì ñòåïåííûì ìåòîäîì.

Àëãîðèòì 3.2. Îáðàòíàÿ èòåðàöèÿ: äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà x0 âûïîëíÿòü

èòåðàöèè

i = 0

repeat

yi+1 = (A− σI)−1xi
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xi+1 = yi+1/||yi+1||2 (ïðèáëèæåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð)

λ̃i+1 = xTi+1Axi+1 (ïðèáëèæåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå)

i = i+ 1

ïîêà ìåòîä íå ñîéäåòñÿ

Ïðåèìóùåñòâî îáðàòíîé èòåðàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòåïåííûì ìåòîäîì

ñîñòîèò â åå ñïîñîáíîñòè ñõîäèòüñÿ ê ëþáîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (òîìó,

÷òî áëèæå âñåõ ê ñäâèãó σ). Âûáèðàÿ σ âáëèçè íóæíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-

íèÿ, ìîæíî äîáèòüñÿ î÷åíü áûñòðîé ñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå

îò èñõîäíîãî ñòåïåííîãî ìåòîäà, çäåñü ìû íå îãðàíè÷åíû âîçìîæíîé áëèçî-

ñòüþ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ìåòîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí, êîãäà óæå

èìååòñÿ õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è òðåáóåòñÿ ëèøü

íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Åùå îäíî óëó÷øåíèå ìåòîäà ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü îäíîâðåìåííóþ ñõî-

äèìîñòü ê p-ìåðíîìó èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó (ãäå p > 1), à íå òîëü-

êî ê îòäåëüíîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó. Îíî íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé èòå-

ðàöèåé (à èíîãäà òàêæå èòåðèðîâàíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà èëè îäíîâðåìåííîé

èòåðàöèåé).

Àëãîðèòì 3.3. Îðòîãîíàëüíàÿ èòåðàöèÿ: ïóñòü Z0 � ìàòðèöà ðàçìåðà

n× p ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè. Âûïîëíÿþòñÿ èòåðàöèè

i = 0

repeat

Yi+1 = AZi

Âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèå Yi+1 = Zi+1Ri+1, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1 (QR-

ðàçëîæåíèå) (ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû Zi+1 äàåò ïðèáëèæåííîå

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ A)

i = i+ 1

ïîêà ìåòîä íå ñîéäåòñÿ

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé èòåðàöèè ìîæíî âû÷èñëÿòü ôîðìó Øóðà

ìàòðèöû A.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü îðòîãîíàëüíàÿ èòåðàöèÿ ñ p = n è Z0 = I ïðèìåíÿ-

åòñÿ ê ìàòðèöå A. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû èìåþò ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ìîäóëè è âñå ãëàâíûå ïîäìàòðèöû S(1 : j, 1 : j) íåâûðîæäåííû,
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òî ìàòðèöû Ai ≡ ZT
i AZi ñõîäÿòñÿ ê âåðõíåé ôîðìå Øóðà ìàòðèöû A, ò.å. ê

âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ. Îíè óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, èç ýòîãî àíàëèçà âèäíî, ÷òî ïîäìàòðèöà

ZT
2iAZ1i = Ai(p+ 1 : n, 1 : p) äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ

|λp+1/λp|i. Ïîýòîìó λp áóäåò ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ýëåìåíòà (p, p) â Ai, à

ñõîäèìîñòü áóäåò ïðîèñõîäèòü ñî ñêîðîñòüþ max(|λp+1/λp|i, |λp/λp−1|i).
Àëãîðèòì 3.4. QR-èòåðàöèÿ: äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A0 âûïîëíÿòü èòå-

ðàöèè

i = 0

repeat

Âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèå Ai = QiRi (QR-ðàçëîæåíèå)

Ai+1 = RiQi

i = i+ 1

ïîêà ìåòîä íå ñîéäåòñÿ

Ïîñêîëüêó Ai+1 = RiQi = QT
i (QiRi)Qi = QT

i AiQi, ìàòðèöû Ai+1 è Ai

îðòîãîíàëüíî ïîäîáíû.

Óòâåðæäàåì, ÷òî ìàòðèöà Ai, âû÷èñëÿåìàÿ â QR-èòåðàöèè, ñîâïàäàåò ñ

ìàòðèöåé ZT
i AZi, íåÿâíî âû÷èñëÿåìîé â îðòîãîíàëüíîé èòåðàöèè.

Èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçà çíàåì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

îòíîøåíèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðèìåíèì

ñäâèãè è îáðàùåíèå.

Àëãîðèòì 3.5. QR-èòåðàöèÿ ñî ñäâèãîì: äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A0 âû-

ïîëíÿòü èòåðàöèè

i = 0

repeat

Âûáðàòü ñäâèã σi âáëèçè íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A

Âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèå Ai − σiI = QiRi (QR-ðàçëîæåíèå)

Ai+1 = RiQi + σiI

i = i+ 1

ïîêà ìåòîä íå ñîéäåòñÿ

Â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì èìååò êâàäðàòè÷íóþ

ñõîäèìîñòü.
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Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå ïîäðîáíî áûëî ðàññìîòðåíî

QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèö. Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ìàò-

ðèö; êîòîðûå íóæíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ. Èçëîæåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå îòûñêà-

ëè àëãîðèòì ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðûé ñïîñîáåí

óñòîé÷èâî ðåøàòü ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñèììåòðè÷-

íîé ìàòðèöû.

11


