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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность. При изучении физических систем и процессов, подвер-

женных случайному влиянию, строят математические модели, в которых явным 

образом учитывается случайный характер реализации процесса (функциониро-

вания системы). В модель закладывается предположение о вероятностных 

свойствах (вероятностном распределении) флуктуирующих параметров. Затем 

формулируется алгоритм и составляется компьютерная программа, в которой 

особая роль отводится генераторам случайных величин, имеющие оговоренные 

в условии задачи вероятностные законы (плотность распределения, функцию 

распределения, числовые параметры этих распределений и т.д.).  

Эффективность решения статистических задач зависит прежде всего от 

качества датчиков используемых при моделировании случайных величин и 

случайных процессов (случайную величину можно трактовать как значение 

процесса в его сечении).  

В данной выпускной квалификационной работе (ВКР) строятся алгорит-

мы моделирования случайных величин, имеющих распределение Релея, а также 

марковских диффузионных процессов, сечение которых описывается распреде-

лением Релея. Выбор данного распределения связан с тем, что, во-первых, 

именно это распределение широко используется при моделировании радиотех-

нических и надежностных задач радиоэлектроники. Кроме того, в работе пред-

лагается модель диффузионного процесса, не являющегося гауссовским (нор-

мальным), как того требует классическая модель диффузии, т.е. предлагаемая 

модель может быть сопоставлена с процессом диффузии, происходящим в сре-

дах сложной структуры. 

Цель ВКР – конструирование датчиков случайных величин и моделей 

случайных диффузионных процессов, характеризуемых распределением Релея.  

Соответственно, объектом исследования ВКР являются разностные 

уравнения первого порядка (как основа датчиков случайных величин) и стохас-



тические дифференциальные уравнения, решения которых непрерывны, хотя 

приращения процессов не являются гауссовскими. 

Предмет исследования – хаотические отображения как датчиков слу-

чайных величин с распределением Релея, уравнения Фоккера-Планка-

Колмогорова (УФПК) с точным решением в виде релеевского распределения и 

соответствующие этому УФПК стохастические дифференциальные уравнения 

как моделей диффузионных процессов. 

Задачи ВКР: 

- разработка алгоритмов датчиков случайных величин на базе различных 

хаотических отображений с инвариантной плотностью в форме релеевского 

распределения посредством применения метода синтеза сопряженных отобра-

жений (глава 1); 

- представление собственных функций оператора Перрона-Фробениуса 

отображений с инвариантной плотностью в форме закона Релея через собст-

венные функции базового кусочно-линейного отображения (глава 2); 

- определение коэффициентов сноса и диффузии УФПК, обладающего 

точным (аналитическим) решением в форме плотности распределения Релея 

(глава 3); 

- построение стохастического дифференциального уравнения как модели 

случайного процесса с релеевским распределением в сечении конструктивным 

способом (через стандартный винеровский процесс) (глава 4). 

Полученные результаты обладают новизной и практической направлен-

ностью. Нахождение генератора с релеевским распределением имеет значение 

в теории надежности для моделирования времени жизни различных устройств. 

Модель случайного процесса с релеевским распределением в сечении опреде-

ляет новый тип марковского диффузионного процесса. Кроме того, наличие па-

раметра в отображении Релея заставляет взглянуть на него и с точки зрения по-

строения схем хаотического кодирования – наличие параметра усложняет зада-

чу криптоанализа. 

Защищаемые результаты – построенные алгоритмы случайных величин 

и случайных процессов.  



 

СТРУКТУРА И СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

 Работа состоит из введения, четырех глав, заключения, списка использо-

ванных источников. Во введении сформулированы аспектные характеристики 

работы: актуальность, цель и задачи, научнамя и прикладная значимость, но-

визна. 

 В главе 1 излагаются общие правила построения хаотических отображе-

ний, обладающих заданной инвариантной плотностью, на основе соответст-

вующего сопряжения с базовыми, отображениями, характеризуемых равномер-

ным инвариантным распределением. Затем строятся два генератора псевдо слу-

чайных чисел, обладающих распределением Релея. Один генератор построен на 

основе сопряжения с двоичным сдвигом Бернулли, а второй – на основе сопря-

жения с пирамидальным отображением. 

Распределение Релея определяется вероятностными законами: 
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(закон распределения)   Здесь   -  параметр распределения. 

 Аналитическое выражение для итеративной функции отображения, со-

пряженного с пирамидальным отображением, и его вид представлены на ниже-

следующих формуле и графике (рисунок 1): 
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Рисунок 1. Отображение с инвариантной плотностью 

в форме закона Релея на базе пирамидального отображения  

 

 В главе 2 приводятся аналитические выражения для собственных функ-

ций оператора Перрона-Фробениуса, соотнесенного с отображениями, обла-

дающими инвариантным релеевским распределением. 

Главы 3 и 4 посвящены компьютерному моделированию марковских 

случайных диффузионных (непрерывных) процессов, отличительной особенно-

стью которых является релеевское распределение сечений процесса. Прежде 

определяются типы математического описания случайных процессов: 

1) в терминах случайных же процессов с полностью определенными ве-

роятностными характеристиками или уравнений относительно соответствую-

щих случайных функций, 

2) в терминах детерминированных функций, являющихся многомерными 

плотностями распределения, или уравнений относительно этих плотностей.  

В работе формулируются как моделирующие уравнения для конструк-

тивного описания негауссовских марковских диффузионных случайных про-

цессов через эталонный винеровский (гауссовский) процесс, так и уравнения 

Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК), обладающие точным решением (одно-

мерным распределением) в форме распределения Релея. Определены связи ме-



жду коэффициентами сноса и диффузии уравнений ФПК и стохастических 

дифференциальных уравнений, задающих конструктивный алгоритм моделиро-

вания диффузионного случайного процесса, иначе говоря, управляющих диф-

фузионным случайным процессом, обладающим в стационарном режиме одно-

мерной плотностью вероятности в форме распределения Релея. 

Винеровский процесс 0),(  ttWW
t

, по определению, обладает сле-

дующими свойствами: 

1. 0)0( W  с вероятностью 1.  

2. 0),(  ttWW
t

 – процесс с независимыми приращениями.  

3. 
st

WW   ~ ),0( stN  , s < t, где ),0( stN   – нормальное распределение с 

нулевым средним и дисперсией t – s.  

4. Траектории процесса 
t

W  – непрерывные функции времени с вероятно-

стью 1.  

 Поэтому алгоритм моделирования винеровского процесса складывается 

из следующих шагов: 

1. Задается интервал наблюдения (моделирования) процесса от 0 до T. 

2. Задается число шагов (точек отсчета) процесса наблюдения за процес-

сом в течение одной реализации процесса (переменная nSteps). 

3. Задается число моделируемых траекторий (переменная nPaths). 

4. Вычисляется величину шага наблюдения (переменная h= T/ nSteps). 

5. Внешний цикл обеспечивает расчет заданного числа траекторий с на-

чальным условием W[0]=0 (с единичным шагом по переменной i).  

6. Во внутреннем цикле реализуется основной алгоритм моделирования 

(по переменной j):  

а) моделируется случайное приращение dW как случайное значение 

N(0;h), которое в свою очередь определяется во вложенном цикле второго 

уровня с преобразованием значения N(0,1) по формуле (N3). 

б) вычисляется точка траектории винеровского процесса как 

 

W[j]= W[j-1]+ dW .   (W1) 



 

Численное моделирование проводилось в системе аналитических вычис-

лений Maple V,  версия 4. На рисунке 1 представлен результат работы генера-

тора нормального распределения. 

 

Рисунок 1. Графическое представление результатов работы 

датчика нормального распределения 

 

На рисунке 2 представлен вид одной из реализаций винеровского процес-

са, полученной согласно формуле  (W1). 

 

Рисунок 2.  График траектории винеровского процесса 

 



 Дальнейший этап моделирования связан с использование стохастического 

дифференциального уравнения, нелинейно  связывающего приращения иссле-

дуемого процесса, обладающего по сечению релеевским распределением, в 

приращениями винеровского процесса: 
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Это уравнение дает возможность моделировать траектории релеевского слу-

чайного марковского диффузионного процесса.  

 

 В Заключении подводятся выводы по результатам проведенной работы. 

 

ВЫВОДЫ 

В первой части работы (главы 1 и 2) методом сопряжения работы по-

строены новые хаотические отображения, обладающие инвариантной плотно-

стью в форме распределения Релея (определенные на полубесконечном интер-

вале): на базе сдвигов Бернулли и на базе пирамидального отображения. В про-

цессе построения отображений, сопряженных названным кусочно-линейным 

отображениям, были произведены соответствующий  выбор сопрягающей 

функции, расчет области определения отображения, получения аналитического 

вида нового отображения). Новые отображения могут рассматриваться как но-

вые генераторы псевдослучайных величин, имеющих релеевское распределение 

на положительном полуинтервале числовой оси. Записаны также аналитиче-

ские выражения для оператора Перрона-Фробениуса сопряженных отображе-

ний и для его собственных функций. 

 Во второй части работы (главы 3 и 4) разработан метод конструктивного 

моделирования случайных процессов на базе винеровского процесса. Для этого, 

прежде всего, построено стационарное уравнение Феллера-Планка-

Колмогорова, имеющее точное решение в форме плотности распределения Ре-

лея. Из этого уравнения определены коэффициенты сноса и диффузии, которые 



использованы в свою очередь для записи стохастического дифференциального 

уравнения, которое управляет случайным процессом, характеризуемым релеев-

ским расперделением в любом его сечении. Данное стохастическое дифферен-

циальное уравнение предложено как основа алгоритма численного моделиро-

вания диффузионного процесса с негауссовским (в данном случае – релеев-

ским) распределением.  
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